Structure des homeomorphismes de Brouwer by Roux, Frederic Le
ISSN 1364-0380 (on line) 1465-3060 (printed) 1689
Geometry & Topology GGG
G
G
G
G
GG GG
G
G
G
G
T T
T
T
T
T
T
TTTT
T
T
T
T
Volume 9 (2005) 1689–1774
Published: 14 September 2005
Structure des home´omorphismes de Brouwer
Fre´de´ric Le Roux
Universite´ Paris Sud, Bat. 425, 91405 Orsay Cedex, FRANCE
Email: frederic.le-roux@math.u-psud.fr.
Abstract
For every Brouwer (ie planar, fixed point free, orientation preserving) home-
omorphism h there exists a covering of the plane by translation domains, in-
variant simply-connected open subsets on which h is conjugate to an affine
translation. We introduce a distance dh on the plane that counts the minimal
number of translation domains connecting a pair of points. This allows us to
describe a combinatorial conjugacy invariant, and to show the existence of a
finite family of generalised Reeb components separating any two points x, y
such that dh(x, y) > 1.
Re´sume´
Tout home´omorphisme de Brouwer s’obtient en recollant des domaines de trans-
lation (ouverts simplement connexes, invariants, en restriction auxquels la dy-
namique est conjugue´e a` une translation). On introduit une distance dh sur le
plan qui compte le nombre minimal de domaines de translation dont la re´union
connecte deux points. Ceci nous permet de de´crire un invariant combinatoire de
conjugaison, qui de´crit tre`s grossie`rement la manie`re dont les domaines de trans-
lation se recollent. On montre e´galement l’existence de structures dynamiques
qui ge´ne´ralisent la pre´sence de composantes de Reeb dans les feuilletages non
triviaux du plan.
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1 Introduction
1.1 Les feuilletages re´guliers du plan
Conside´rons, sur le plan, un champ de vecteurs qui ne s’annule pas. En
l’inte´grant, on obtient un feuilletage oriente´ F sans singularite´. Ces objets sont
parmi les premiers sur lesquels les dynamiciens se soient penche´s, et on peut
dire qu’ils sont tre`s bien compris. Rappelons rapidement quelques re´sultats. La
the´orie de Poincare´–Bendixson dit qu’il n’y a pas de re´currence: toute orbite
du champ de vecteurs part a` l’infini. D’un point de vue un peu plus global,
on montre que si l’on prend une carte du feuilletage F , l’union des orbites qui
passe par cette carte est encore une carte de F . En d’autres termes, on peut
recouvrir le plan par des ouverts connexes, simplement connexes, invariants par
la dynamique, sur lesquels la restriction du feuilletage est triviale, c’est-a`-dire
home´omorphe au feuilletage horizontal du plan.
Ces re´sultats de “trivialite´ semi-globale” ont encourage´ la recherche d’une clas-
sification comple`te de ces objets. W. Kaplan a ainsi de´crit les feuilletages
topologiques re´guliers du plan au moyen d’objets un peu exotiques appele´s
“syste`mes cordaux”[17, 18]. Plus tard, G. Reeb, A. Haefliger et C. Godbil-
lon ont e´tudie´ l’espace des feuilles, qui est une varie´te´ de dimension 1 non
se´pare´e, le feuilletage s’obtenant comme fibre´ en droites au-dessus de cette
varie´te´ [14, 12, 11]. On peut extraire de ces the´ories les re´sultats suivants.
Le feuilletage non trivial le plus simple est le feuilletage de Reeb, repre´sente´
sur la Figure 1; il est unique a` home´omorphisme pre`s. Soit maintenant F un
B
Figure 1: Le feuilletage de Reeb
feuilletage re´gulier quelconque. Disons qu’un couple de feuilles (∆0,∆1) de
F est une composante de Reeb s’il existe un home´omorphisme φ de la bande
B = R × [0, 1] vers une partie φ(B) du plan, qui envoie {0} × R sur ∆0 et
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{1} ×R sur ∆1 , et qui envoie le feuilletage de Reeb de la bande B , repre´sente´
Figure 1, sur la restriction de F a` φ(B) (remarquons que l’ensemble φ(B) n’est
pas ne´cessairement ferme´, voir les exemples de la Figure 2). Les feuilles ∆0 et
∆1 sont appele´es bords de la composante de Reeb. La notion de composante de
Reeb est fondamentale pour comprendre les feuilletages du plan: en effet, tout
feuilletage non trivial admet des composantes de Reeb. On peut meˆme pre´ciser
ce re´sultat de la manie`re suivante.
The´ore`me Soit F un feuilletage du plan sans singularite´. On se donne deux
points x et y , et on note d le nombre minimal de cartes du feuilletage dont
la re´union est connexe et contient x et y . Alors il existe exactement d − 1
composantes de Reeb dont chacun des deux bords se´pare (faiblement)1 x et y .
y
x
Figure 2: Tout couple de points est se´pare´ par un nombre fini de composantes de Reeb
Le the´ore`me est illustre´ par la Figure 2, avec d = 3. En particulier, ce the´ore`me
permet de de´finir un invariant combinatoire qui de´crit totalement le feuilletage
“entre x et y”. Par exemple, la partie du feuilletage entre x et y sur la Figure 2
pourrait eˆtre repre´sente´e par le mot (↑,→, ↓,←, ↑), obtenu de la fac¸on suivante
1Un ensemble se´pare (faiblement) deux points si ceux-ci ne sont pas dans la
meˆme composante connexe de son comple´mentaire. Ici, les points x ou y peuvent
e´ventuellement appartenir au bord d’une composante de Reeb; cependant, cette situa-
tion est non-ge´ne´rique, au sens ou` la re´union des bords de toutes les composantes de
Reeb du feuilletage est un ensemblemaigre (re´union de´nombrable de ferme´s d’inte´rieurs
vides). Par ailleurs, notons que cet e´nonce´ n’apparaˆit pas explicitement dans les articles
cite´s ci-dessus.
Geometry & Topology, Volume 9 (2005)
1692 Fre´de´ric Le Roux
(voir la figure): on se de´place sur le segment joignant x a` y , et on y e´crit les
fle`ches au fur et a` mesure; les fle`ches verticales codent la dynamique sur les
bords des composantes de Reeb, les fle`ches horizontales codent la dynamique a`
l’inte´rieur d’une composante (ce proce´de´ est pre´cise´ plus bas).
1.2 Les home´omorphismes de Brouwer
Un home´omorphisme de Brouwer est un home´omorphisme du plan, pre´servant
l’orientation, et sans point fixe. Ces objets ont e´te´ introduits par Brouwer,
puis e´tudie´s notamment par Kere´kja´rto´, Homma–Terasaka, Andrea [4, 19, 15,
2, 1]. Dans une certaine mesure, on peut les voir comme une ge´ne´ralisation
des champs de vecteurs qui ne s’annulent pas: en effet, d’apre`s le the´ore`me de
Poincare´–Bendixson, tout temps Φt du flot obtenu en inte´grant un tel champ
de vecteurs est sans point fixe, c’est donc un home´omorphisme de Brouwer. En
fait, le the´ore`me de Poincare´–Bendixson se ge´ne´ralise aux home´omorphismes
de Brouwer: la` aussi, il y a absence de re´currence, et toute orbite part a` l’infini.
L’analogie culmine avec le ce´le`bre the´ore`me des translations planes de Brouwer:
on peut recouvrir le plan par des domaines de translation, qui sont des ouverts,
connexes, simplement connexes, invariants par h, sur lesquels la restriction
de h est triviale, c’est-a`-dire conjugue´e a` une translation affine du plan. En
raccourci, tout home´omorphisme de Brouwer peut se construire en recollant des
translations.
Peut-on pousser plus loin cette analogie avec les feuilletages? La litte´rature
regorge d’exemples d’home´omorphismes de Brouwer exotiques, qui semblent
tre`s diffe´rents de ceux provenant d’un champ de vecteurs (voir [19, 15, 5, 7, 25])
Meˆme si on se limite aux dynamiques obtenues en recollant deux translations,
il faut abandonner l’ide´e d’obtenir une classification comple`te (voir [28], [25],
et [3] ou` l’on tentait de de´crire le plus finement possible ce recollement). Le
point de vue de cet article est en quelque sorte comple´mentaire de celui de [3].
Il s’agit ici de de´crire de manie`re vague le recollement d’un grand nombre de
translations, en oubliant toutes les diffe´rences qu’on analysait la` en de´tail. Avec
ce point de vue, nous allons ge´ne´raliser le the´ore`me d’existence de composantes
de Reeb e´nonce´ ci-dessus pour les feuilletages, et en de´duire la construction
d’un invariant de conjugaison combinatoire qui e´tend le codage esquisse´ plus
haut.
1.3 Description des re´sultats
Nous de´crivons maintenant les re´sultats de l’article de manie`re plus pre´cise.
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Distance de translation Soit h un home´omorphisme de Brouwer. E´tant
donne´s deux points distincts x et y , on note dh(x, y) le nombre minimal de
domaines de translation de h dont la re´union est connexe et contient x et
y . Ceci de´finit une distance sur le plan. On de´finit e´galement la h–longueur
d’un arc, c’est le nombre minimal de morceaux dans un de´coupage en sous-
arcs libres (un ensemble E est libre si h(E) ∩ E = ∅). On montre alors que
la distance dh(x, y) co¨ıncide avec la plus courte longueur des arcs joignant x
a` y . Les arcs re´alisant le minimum sont nomme´s arcs ge´ode´siques. Dans le
cas ou` l’home´omorphisme h est obtenu en inte´grant un champ de vecteurs, le
nombre dh(x, y) co¨incide avec le nombre d qui apparaˆit dans le the´ore`me de
la Section 1.1 (nombre minimum de cartes du feuilletage dont la re´union est
connexe et contient x et y). Sur l’exemple de la Figure 2, le segment [xy] est
un arc ge´ode´sique de h–longueur e´gale a` 3.
Composantes de Reeb D’autre part, nous ge´ne´ralisons la notion de com-
posante de Reeb de la manie`re suivante. Essentiellement, on dit qu’un couple
(F,G) de parties disjointes, ferme´es et connexes du plan est une composante de
Reeb pour un couple de points (x, y) si
• F se´pare x et G ∪ {y} (ou bien F contient x),
• G se´pare y et F ∪ {x} (ou bien G contient y),
• le produit F×G est positivement ou bien ne´gativement singulier, i.e. pour
tout couple (V,W ) d’ouverts rencontrant respectivement F et G, il existe
des temps n positifs arbitrairement grands tels que hn(V ) rencontre W ,
ou bien pour tout couple (V,W ) d’ouverts rencontrant respectivement F
et G, il existe des temps n ne´gatifs arbitrairement grands tels que hn(V )
rencontre W .
On peut ve´rifier que cette de´finition est compatible avec celle donne´e dans
le cadre des feuilletages. On prouve alors le the´ore`me suivant, qui ge´ne´ralise
l’e´nonce´ de la Section 1.1.
The´ore`me A Soient x et y deux points du plan, et d = dh(x, y). Alors il
existe exactement d − 1 composantes de Reeb pour (x, y) qui sont minimales
pour l’inclusion.
De plus, ces composantes sont donne´es par une formule utilisant la distance dh
et la topologie du plan: en particulier, pour chaque composante (F,G), le bord
G est situe´ sur la frontie`re d’une boule pour la distance dh , centre´e en x.
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Fle`ches horizontales Comme pour les feuilletages, ceci va permettre de
de´finir un invariant de conjugaison combinatoire, de´pendant de x et de y , et
qui de´crit (partiellement cette fois-ci) la dynamique de h “entre x et y”. Cet
invariant sera, la` encore, un mot sur l’alphabet {←,→, ↑, ↓}, dont la longueur
est lie´e a` la distance dh(x, y), et dans lequel les fle`ches horizontales et verticales
alternent. La de´finition se fait en deux temps. Voici la de´finition des fle`ches
horizontales. Notons d la distance dh(x, y). On conside`re une de´composition
minimale d’un arc ge´ode´sique γ joignant x a` y , c’est-a`-dire un de´coupage en
d sous-arcs libres (voir la Figure 3, ou` l’arc γ est de´coupe´ par les points x1 et
x2 ). Conside´rons deux sous-arcs adjacents γi et γi+1 dans la de´composition.
Par minimalite´, leur re´union n’est pas libre; on en de´duit que h(γi) rencontre
γi+1 ou bien que h(γi+1) rencontre γi . Le point cle´ est que ces deux possibilite´s
ne peuvent pas avoir lieu simultane´ment: en effet, ceci est une conse´quence de
l’absence de “quasi-orbite” pe´riodique pour les home´omorphismes de Brouwer
(l’e´nonce´ pre´cis est un lemme de J. Franks, rappele´ a` la Section 2.2). On peut
donc associer a` cette de´composition de l’arc ge´ode´sique γ un mot (m1 . . . md−1)
sur l’alphabet {→,←}, avec mi =→ si h(γi) rencontre γi+1 et mi =← si c’est
le contraire. Il reste a` prouver l’e´nonce´ suivant.
The´ore`me B Le mot ainsi de´fini ne de´pend que de x et de y , et pas du choix
de l’arc ge´ode´sique γ joignant x a` y (ni de sa de´composition).
h(γ)
γ2
x γ1
x1
x2
γ3
y
Figure 3: Le mot (→←) obtenu ne de´pend que de (x, y)
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Fle`ches verticales La de´finition des fle`ches verticales est plus complique´e,
nous nous restreignons au cas des suites ge´ode´siques infinies2, c’est-a`-dire des
suites de points (xk)k∈Z pour lesquelles dh(xk, xl) = |l−k|. Le The´ore`me A per-
met d’associer a` la suite ge´ode´sique (xk) une suite de composantes de Reeb min-
imales (Fk, Gk)k∈Z (voir la partie supe´rieure de la Figure 4). Et le The´ore`me B
associe a` (xk) une suite infinie de fle`ches horizontales, lie´es a` la dynamique a`
l’inte´rieur de chaque composante. Nous allons intercaler une fle`che verticale
entre chaque couple de fle`ches horizontales successives, et cette fle`che sera lie´e
cette fois-ci a` la dynamique sur les bords des composantes; ceci donnera un
mot infini M sur l’alphabet de quatre fle`ches. Nous proce´dons de la manie`re
suivante. On peut compactifier chaque bord Fk (ou Gk ) en lui ajoutant deux
points a` l’infini, les points N (Nord) et S (Sud), de manie`re a` ce que l’orbite
de tout point de Fk tende vers N ou vers S (cf Figure 4). Dans ce cadre, nous
montrons deux proprie´te´s: d’une part, la dynamique dans Fk (ou dans Gk ) est
“a` sens unique”; d’autre part, la dynamique “circule dans le meˆme sens” dans
les bords adjacents Gk et Fk+1 :
Proposition C De deux choses l’une: ou bien il existe des orbites de Fk allant
de N vers S , ou bien il existe des orbites de Fk allant de S vers N .
The´ore`me D Le bord Gk contient des orbites allant de N vers S si et seule-
ment si le bord Fk+1 en contient e´galement.
Ces deux proprie´te´s permettent de de´finir les fle`ches verticales: la fle`che corre-
spondant a` Gk et a` Fk+1 vaut ↑ si la dynamique dans ces deux bords se fait
du Sud vers le Nord, et ↓ si c’est le contraire.
La partie supe´rieure de la Figure 4 illustre ces notions. Le point N est “a` l’infini
vers le haut”, le point S “a` l’infini vers le bas”. Comme l’exemple dessine´ vient
d’un champ de vecteurs, les bords des composantes de Reeb sont des droites,
et les fle`ches verticales sont alternativement ↑ et ↓; ces proprie´te´s ne seront
pas toujours vrai pour un home´omorphisme qui n’est pas issu d’un champ de
vecteurs (des exemples sont donne´s dans l’Appendice B).
1.4 Application: un indice pour les points fixes
Toutes ces constructions sont motive´es par l’e´tude de la dynamique des home´o-
morphismes de surfaces autour d’un point fixe isole´, et sont applique´es a` cette
2Dans le cas des suites ge´ode´siques finies, il y a des complications supple´mentaires
dues a` des proble`mes de bord, et il n’est pas clair que les fle`ches initiales et finales
soient bien de´finies.
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e´tude dans l’article [27]. E´voquons rapidement les re´sultats correspondants.
On se donne un home´omorphisme h (pre´servant l’orientation) d’une surface
(orientable) S et un point fixe isole´ x0 . Nous associons a` ces donne´es un indice
qui affine l’indice de Poincare´–Lefschetz, et ce nouvel indice est un mot cyclique
sur l’alphabet {←,→, ↑, ↓}. Re´sumons la construction dans le cas particulier
ou` h est un home´omorphisme du plan dont x0 est l’unique point fixe (voir
l’exemple repre´sente´ sur la partie infe´rieure de la Figure 4). Le reveˆtement
universel de R2\{0} est un plan, et les releve´s de h a` ce plan sont clairement des
home´omorphismes sans point fixe: ce sont des home´omorphismes de Brouwer.
Un point essentiel est que si l’indice de x0 est diffe´rent de 1, parmi tous les
releve´s de h, il en existe un unique qui ne soit pas conjugue´ a` une translation.
On se place sous cette hypothe`se d’indice, et on conside`re ce releve´ canonique h˜
(repre´sente´ sur la partie supe´rieure de la Figure 4). On peut alors trouver une
courbe de Jordan γ , qui entoure x0 , et dont l’un des releve´s Γ est une droite
ge´ode´sique pour h˜ (ie Γ contient une suite ge´ode´sique infinie (x˜k) comme
de´finie ci-dessus).
Soit maintenant M le mot infini sur l’alphabet de quatre fle`ches qui est associe´ a`
Γ. Alors M ne de´pend pas du choix de la courbe γ , et pre´sente une pe´riodicite´
de longueur paire 2d. On obtient ainsi un mot cyclique M(h), de longueur
2d, qui ne de´pend que des donne´es S , x0 et h. Nous expliquons aussi dans
[27] comment retrouver l’indice de Poincare´–Lefschetz a` partir de ce mot: “on
compte le nombre de tours faits par la fle`che lorsqu’on lit le mot M(h)”. Et
on en de´duira quelques conse´quences dynamiques. Par exemples, on pre´cisera,
dans ce cadre, la version topologique du the´ore`me de la fleur de Leau–Fatou
donne´e dans [26].
1.5 Plan du texte
La Section 2 propose des de´finitions et des rappels. La Section 3 raconte la
de´finition de la distance de translation dh , des fle`ches horizontales, et donne
l’e´nonce´ correspondant au The´ore`me B d’invariance. La Section 4 expose la
de´finition des composantes de Reeb, pre´cise l’e´nonce´ du The´ore`me A d’exist-
ence, et en de´duit le The´ore`me B. Les Sections 5 et 6 fournissent la preuve
du The´ore`me A. La Section 7 introduit les suites ge´ode´siques infinies et leurs
bouts, et leur associe une topologie sur le plan augmente´ des points N et S . La
Section 8 prouve le The´ore`me D qui conduit a` la de´finition des fle`ches verticales.
La Section 9 contient la preuve de la Proposition C de´crivant la dynamique dans
les bords des composantes de Reeb. Le premier appendice rappelle quelques
e´nonce´s de topologie, le second illustre le texte par trois exemples, qui font voir
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← ← ← ← ←→ →↑ ↑ ↑↓ ↓ ↓← ↑
x˜1 x˜2 x˜8x˜7x˜6x˜5x˜4x˜3
F1 G1 F4 G4 F6 G6F7 G7F2 G2F3 G3 F5 G5 F8 G8
automorphisme de reveˆtement
x2x1
x3x4
Γ
↓
S
N
γ
reveˆtement
h
h˜
Figure 4: Un home´omorphisme du plan h ayant un unique point fixe, et son releve´
canonique h˜ ; le mot infini pe´riodique M est e´crit au-dessus de la droite ge´ode´sique Γ;
le mot cyclique M(h) vaut (↓←↑←↓←↑→)
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en quoi la vie est plus complique´e pour les home´omorphismes de Brouwer qui
ne sont pas issus d’un champ de vecteurs.
1.6 Remerciements
Ce texte a be´ne´ficie´ de discussions avec Franois Be´guin, Christian Bonatti,
Sylvain Crovisier, John Franks, Lucien Guillou, Vincent Guirardel et Patrice
Le Calvez.
2 Pre´liminaires
2.1 De´finitions, notations
La droite re´elle est note´e R, et Z de´signe l’anneau des entiers relatifs.
Topologie . . .
On notera respectivement Int(E), Adh(E), ∂E l’inte´rieur, l’adhe´rence, la
frontie`re d’une partie E dans un espace topologique. On utilisera souvent
l’inclusion ge´ne´rale ∂ Adh(E) ⊂ ∂E .
La notion de se´paration joue un roˆle essentiel dans ce texte:
De´finition 2.1 Soient X un espace topologique (qui sera le plus souvent le
plan R2 ) et F , A et B trois parties de X . On dira que F se´pare A et B si
• A est incluse dans une composante connexe OA(F ) du comple´mentaire
de F dans X ;
• B est incluse dans une composante connexe OB(F ) du comple´mentaire
de F dans X ;
• OA(F ) 6= OB(F ).
Un arc dans un espace topologique X est une application continue injective
de [0, 1] dans X . Puisque le parame´trage de l’arc importe peu en ge´ne´ral, on
identifiera γ a` γ◦φ ou` φ est un home´omorphisme croissant de l’intervalle [0, 1];
on confondra meˆme souvent un arc γ et son image γ([0, 1]). On dira que γ
joint γ(0) a` γ(1), ou que ces deux points sont les extre´mite´s de γ . Un sous-arc
de γ est un arc inclus dans γ . Si x et y sont deux points sur un arc γ , on
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notera [xy]γ le sous-arc de γ joignant x a` y ; on notera e´galement ]xy]γ ce sous-
arc prive´ du point x, etc.. L’inte´rieur de l’arc γ est ]γ(0), γ(1)[γ= γ(]0, 1[) =
γ \ {γ(0), γ(1)}.
Soient γ1 et γ2 deux arcs tels que γ1(1) = γ2(0). On appellera concate´nation
de γ1 et γ2 , et on notera γ1 ∗ γ2 , la courbe de´finie par γ1 ∗ γ2(t) = γ1(2t) pour
t ∈ [0, 1/2] et γ1 ∗ γ2(t) = γ2(2t − 1) pour t ∈ [1/2, 1]. Cette loi induit une
loi sur les classes d’e´quivalence modulo reparame´trages croissants, loi qui est
associative.
Une droite topologique (du plan) est une application Γ continue, injective, pro-
pre3, de R dans R2 . Une droite topologique oriente´e est une classe d’e´quivalence
de droites topologiques modulo reparame´trage croissant.
Un disque topologique ferme´ est une partie du plan home´omorphe au disque
unite´ ferme´ du plan.
Nous utiliserons souvent diffe´rentes variantes du the´ore`me de Schoenflies (cf
[6]); celles-ci affirment en particulier qu’un arc, une droite topologique ou un
disque topologique ferme´ sont, a` home´omorphisme du plan pre`s, respectivement
un segment euclidien, une droite euclidienne et un disque euclidien. Ainsi, une
droite topologique oriente´e Γ se´pare le plan en deux ouverts, l’un situe´ a` gauche
de Γ et l’autre a` sa droite.
. . . et dynamique
Soit h un home´omorphisme d’un espace topologique X . Un point fixe de h est
un point x tel que h(x) = x. L’orbite de x est la suite (hn(x))n∈Z , son orbite
positive est (hn(x))n≥0 . Une partie E de X est invariante si h(E) = E .
Un home´omorphisme du plan pre´serve l’orientation s’il envoie l’ouvert a` gauche
d’une droite topologique oriente´e Γ sur l’ouvert a` gauche de la droite topolog-
ique oriente´e h ◦ Γ. Dans ce cas, on peut montrer que cette proprie´te´ est vraie
pour toute droite topologique oriente´e.
2.2 Rappels sur les home´omorphismes de Brouwer
Dans tout le texte, sauf mention contraire, h de´signe un home´omorphisme
de Brouwer, ie un home´omorphisme du plan R2 , sans point fixe, pre´servant
3La proprete´ revient a` dire que Γ se prolonge continuˆment aux compactifie´s
d’Alexandroff en envoyant l’infini sur l’infini, ie en un plongement du cercle R ∪ {∞}
dans la sphe`re R2 ∪ {∞} .
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l’orientation. On rappelle ici quelques re´sultats sur le comportement dynamique
d’un home´omorphisme de Brouwer. Dans la section suivante, nous traduirons
ces re´sultats en associant a` h une distance sur le plan. Les re´fe´rences pour cette
partie (et notamment pour les de´monstrations) sont [4, 13, 8, 10, 21, 23].
Domaines de translation
De´finition 2.2 Un domaine de translation est une partie O du plan, ouverte,
connexe et simplement connexe, invariante par h, sur laquelle la restriction de
h est conjugue´e a` la translation du plan τ : (x, y) 7→ (x+1, y) (c’est-a`-dire qu’il
existe un home´omorphisme Φ de O sur R2 ve´rifiant ΦhΦ−1 = τ ).
Le re´sultat suivant est un morceau du ce´le`bre “the´ore`me des translations pl-
anes” de Brouwer; c’est un re´sultat fondamental concernant la structure des
home´omorphismes de Brouwer.
The´ore`me (Brouwer) Tout point du plan est dans un domaine de transla-
tion.
De´finition 2.3 Un sous-ensemble E du plan est libre si h(E) ∩E = ∅. Il est
essentiellement libre si il existe un entier n tel que hn(E) ∩E = ∅.
Remarquons que tout point du plan appartient a` un disque libre (il suffit de
prendre un disque assez petit). Les preuves du the´ore`me des translations planes
montrent en re´alite´ que tout compact connexe libre est inclus dans un domaine
de translation. On peut encore ge´ne´raliser ce re´sultat:
Lemme 2.4 ([23] compacts connexes libres) On conside`re une partie K com-
pacte et connexe du plan. Alors K est incluse dans un domaine de translation
si et seulement si elle est essentiellement libre.
Le lemme de Franks
L’absence de re´currence est re´sume´e par le “lemme de Franks”, qui joue un
roˆle central dans ce texte. La plupart du temps, nous nous contenterons de la
version a` deux disques:
E´tant donne´s D1 et D2 deux disques topologiques ferme´s, d’inte´rieurs disjoints,
d’inte´rieurs libres, on ne peut pas avoir simultane´ment, pour deux entiers posi-
tifs n1 et n2 ,
hn1(Int(D1)) ∩ Int(D2) 6= ∅ et Int(D1) ∩ h
n2(Int(D2)) 6= ∅.
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Ce premier e´nonce´ admet une reformulation imme´diate.
Lemme 2.5 [23] Soit D et V deux disques topologiques ferme´s d’inte´rieurs
libres. Alors l’ensemble des entiers n tels que hn(Int(D)) rencontre Int(V ) est
un intervalle de Z.
Nous appliquerons une seule fois4 une version plus ge´ne´rale, qui utilise la notion
suivante.
De´finition 2.6 Une chaˆıne de disques pe´riodique est une suite (Di)i=1..k , (k ≥
2), de disques topologiques ferme´s tels que:
(1) les disques ouverts Int(Di) sont disjoints deux a` deux;
(2) chaque disque ouvert Int(Di) est libre;
(3) il existe des entiers strictement positifs n1, . . . , nk tels que
hn1(Int(D1)) ∩ Int(D2) 6= ∅
...
hnk−1(Int(Dk−1)) ∩ Int(Dk) 6= ∅
hnk(Int(Dk)) ∩ Int(D1) 6= ∅.
Lemme 2.7 (Franks [8]) Il n’existe pas de chaˆıne de disques pe´riodique.
Ce lemme a de´ja` de nombreuses applications (voir [8, 9, 21, 26]). Pre´cisons
que l’e´nonce´ que nous utilisons ici est contenu dans l’e´nonce´ d’origine de [8]; en
particulier, nous n’avons pas besoin des sophistications du lemme 3.18 de [26].
En appliquant le lemme pre´ce´dent a` la suite (Int(D), Int(h(D))) ou` D est un
disque topologique ferme´ libre, on obtient le corollaire suivant.
Corollaire 2.8 Un disque topologique ferme´ libre D est disjoint de l’inte´rieur
de tous ses ite´re´s hn(D) pour n 6= 0.
A` l’aide du the´ore`me de Schoenflies, on peut voir que tout arc libre est inclus
dans l’inte´rieur d’un disque libre: par conse´quent, le Corollaire 2.8 entraˆıne que
tout arc libre est disjoint de tous ses ite´re´s. Une autre conse´quence est:
Corollaire 2.9 Tout point x du plan erre sous l’action de h, et l’orbite positive
de x tend vers l’infini; autrement dit
4cf preuve du Lemme 9.2.
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• il existe un voisinage V de x tel que pour tout n 6= 0, hn(V ) ∩ V = ∅;
• pour toute partie compacte K du plan, il existe un entier n0 tel que pour
tout n ≥ n0 , h
n(x) 6∈ K .
Rappelons qu’en ge´ne´ral, contrairement a` l’intuition, les ite´re´s du voisinage
V , eux, ne sortent pas du compact K . Autrement dit: la suite des ite´re´s de
h converge simplement vers l’infini mais non uniforme´ment. Cette remarque
conduit a` la notion classique de point singulier, que nous rappellerons a` la
Section 4.1. Le comportement de la suite des itrs d’un disque libre sera tudi la
Section 5 (et est reprsent sur la Figure 12).
3 Distance de translation, fle`ches horizontales
Les proprie´te´s des home´omorphismes de Brouwer, rappele´es dans la partie
pre´ce´dente, vont nous permettre d’associer a` l’home´omorphisme de Brouwer
h une distance dh sur R
2 ; cette distance peut se comprendre en termes de
domaines de translation ou bien en termes d’arcs libres (Section 3.1). A` l’aide
de cette distance, nous construisons ensuite un invariant de conjugaison associe´
a` la donne´e d’un couple de points (Section 3.3, The´ore`me B).
3.1 Distance de translation de h
Domaines de translation et distance
De´finition 3.1 On appelle h–distance ou distance de translation de h, et on
note dh , la distance de´finie sur le plan de la manie`re suivante. Si x et y sont
deux points distincts du plan, dh(x, y) est le plus petit entier k tel qu’il existe
des domaines de translation O1, . . . Ok dont l’union est connexe et contient x
et y .
Remarquons que l’existence de l’entier k est imme´diate: d’apre`s le the´ore`me
des translations planes de Brouwer, on peut recouvrir le segment euclidien [xy]
par un nombre fini de domaines de translation. Le fait que l’application dh soit
une distance de´coule facilement de la de´finition.
De´finition 3.2 Une suite ge´ode´sique (joignant x0 a` xd ) est une suite de points
(x0, . . . , xd) du plan telle que dh(x0, xd) = d et dh(xi, xi+1) = 1 pour tout
i = 0, . . . , d− 1.
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Il est clair que pour tous points x, y , il existe une suite ge´ode´sique joignant x
a` y . D’autre part, l’ine´galite´ triangulaire entraˆine que si (x0, . . . , xd) est une
suite ge´ode´sique, on a dh(xi, xj) = j − i pour tous 0 ≤ i ≤ j ≤ d.
Distance et arcs libres
De´finition 3.3 (Figure 5) Soit γ un arc du plan. Une de´composition de γ
est une e´criture
γ = γ1 ∗ · · · ∗ γk
ou` les sous-arcs γi sont libres. Les sommets de la de´composition sont les
extre´mite´s x0, . . . xk des arcs γi , comme sur la Figure 5. L’entier k est ap-
pele´ longueur de la de´composition. La h–longueur de γ est le plus petit entier
k tel qu’il existe une de´composition de γ de longueur k . Une de´composition
re´alisant ce minimum est appele´e de´composition minimale de γ .5
x0 x1 x2 xk−1 xk· · ·
γ2 · · · γkγ1
Figure 5: De´composition d’un arc γ
L’affirmation suivante, dont la preuve est donne´e plus bas, fait le lien entre
arcs libres et domaines de translation. En corollaire, elle permet de donner une
de´finition de la distance dh en termes d’arcs.
Affirmation 3.4 (Domaines de translation et arcs libres) Tout arc libre est
inclus dans un domaine de translation. Re´ciproquement, si deux points x et y
appartiennent a` un meˆme domaine de translation O , alors ou bien x et y sont
dans la meˆme orbite de h, ou bien il existe un arc libre joignant x a` y et inclus
dans O .
Corollaire 3.5 Soient x et y deux points du plan qui ne sont pas dans la
meˆme orbite. Alors le nombre dh(x, y) est le plus petit entier k tel qu’il existe
un arc d’extre´mite´s x et y et de h–longueur k .
Remarquons que deux points distincts dans la meˆme orbite sont clairement a`
h–distance 1.
5On obtient une de´finition alternative en remplac¸ant “libre” par “essentiellement
libre” dans cette de´finition. Ceci conduirait a` la meˆme the´orie.
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De´finition 3.6 Un arc re´alisant le minimum du Corollaire 3.5 est appele´ arc
ge´ode´sique.
En particulier, la suite des sommets d’une de´composition minimale d’un arc
ge´ode´sique est une suite ge´ode´sique (au sens de la De´finition 3.2). Dans la
suite du texte, toutes les de´compositions conside´re´es seront des de´compositions
minimales d’arcs ge´ode´siques. Un exemple d’arc ge´ode´sique de longueur 3 est
visible dans l’introduction (Figure 3).
Preuve de l’Affirmation 3.4 La premie`re partie est une conse´quence imm-
e´diate du Lemme 2.4 sur les ensembles compacts connexes libres (et meˆme de
sa version simple, cf les commentaires le pre´ce´dant).
Soient x et y deux points quelconques du plan. Si x et y ne sont pas dans la
meˆme orbite de la translation horizontale τ : (x, y) 7→ (x+ 1, y), alors il existe
un arc joignant x a` y et libre pour τ : en effet, tout segment euclidien non
horizontal est libre pour τ , et on peut traiter le cas ou` x et y sont sur la meˆme
horizontale en raisonnant dans l’anneau quotient R2/τ (ou bien en conjuguant
pour e´viter cette situation). Par conjugaison, on en de´duit la deuxie`me partie
de l’affirmation.
Preuve du Corollaire 3.5 Soient x et y deux points du plan qui ne sont
pas dans la meˆme orbite, et p = dh(x, y). Nous allons construire un arc reliant
x a` y et de h–longueur infe´rieure ou e´gale a` p. Soient O1, . . . , Op des domaines
de translation dont l’union est connexe et contient x et y . Quitte a` re´indexer
les ouverts Oi , on peut supposer que O1 contient x, que Op contient y , et que
Oi rencontre Oi+1 (i = 1, . . . , p − 1). Posons x0 = x, xp = y , et choisissons
pour chaque i un point xi dans Oi ∩ Oi+1 . Quitte a` bouger un peu les points
x1, . . . , xp−1 on peut supposer de plus que les orbites des points x0, . . . , xp
sont deux a` deux distinctes (on utilise ici que x et y ne sont pas dans la
meˆme orbite). On applique alors la deuxie`me partie de l’Affirmation 3.4: pour
chaque i = 1 . . . p, il existe un arc libre γi reliant xi−1 a` xi et inclus dans Oi .
Remarquons que si |i − j| ≥ 2, alors les ouverts Oi et Oj sont disjoints: ceci
est duˆ a` la de´finition de p = dh(x, y). Par conse´quent, les arcs γi et γj sont
e´galement disjoints. Soit γ = γ1 ∗ · · · ∗ γp . Si γ est un arc, on a trouve´ un arc
de h–longueur infe´rieure ou e´gale a` p reliant x et y . Dans le cas contraire, on
remplace γ par un arc γ′ en suivant la proce´dure sugge´re´e par la Figure 6: on
parcourt γ1 en partant de x0 jusqu’au premier point de γ2 qu’on appelle x
′
1 ,
et on remplace l’arc γ1 par le sous-arc γ
′
1 = [x0x
′
1]γ1 ; puis on parcourt γ2 en
partant de x′1 jusqu’au premier point de γ3 qu’on appelle x
′
2 , et on remplace
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l’arc γ2 par le sous-arc γ
′
2 = [x
′
1x
′
2]γ2 ; etc.. On ve´rifie enfin que γ
′ = γ′1 ∗· · · ∗γ
′
p
est un arc. Sa h–longueur est clairement infe´rieure ou e´gale a` p = dh(x, y).
x1 x2 x3 = yx = x0
x′0 = x0 x
′
1 x
′
2 x
′
3 = x3
Figure 6: Construction d’un arc ge´ode´sique
Re´ciproquement, soit γ un arc de h–longueur k reliant deux points x et y .
D’apre`s la premie`re partie de l’Affirmation 3.4, chaque sous-arc libre de γ est
inclus dans un domaine de translation; on en de´duit que dh(x, y) ≤ k , ce qui
termine la preuve.
3.2 Quelques proprie´te´s
Rappelons qu’un home´omorphisme de Brouwer n’a pas de point pe´riodique
(Corollaire 2.9). Par suite, hn est encore un home´omorphisme de Brouwer
(pour tout entier n non nul), et on peut conside´rer la distance dhn .
Lemme 3.7 (Distance de translation pour hn )
• Pour tous x, y qui ne sont pas dans la meˆme orbite de h, et tout entier
n, dh(x, h
n(y)) = dh(x, y);
• pour tout entier n non nul, les distances dhn et dh sont e´gales;
• tout arc γ qui est ge´ode´sique pour h est encore ge´ode´sique pour hn , et
toute de´composition minimale de γ pour h est encore une de´composition
minimale de γ pour hn .
Preuve La premie`re proprie´te´ vient simplement de la de´finition de la distance
de translation, puisque les domaines de translation sont invariants par h.
Pour la deuxie`me, il est clair que tout domaine de translation pour h est encore
un domaine de translation pour hn (car τn est conjugue´e a` τ ). Ceci prouve
que dhn ≤ dh . D’autre part, si dhn(x, y) = 1, alors ou bien x et y sont dans la
meˆme orbite de hn (et donc aussi dans la meˆme orbite de h), ou bien il existe
un arc libre pour hn joignant x et y , et cet arc est inclus dans un domaine de
translation de h d’apre`s le Lemme 2.4; dans les deux cas, on a dh(x, y) = 1.
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On en de´duit facilement que dh ≤ dhn (en utilisant par exemple une suite
ge´ode´sique pour hn ).
Passons a` la troisie`me proprie´te´. Soit γ = γ1 ∗ · · · ∗ γd une de´composition
minimale d’un arc ge´ode´sique pour h. Un arc libre pour h est encore libre
pour hn (Corollaire 2.8), donc chaque sous-arc γi est aussi libre pour h
n : pour
hn , γ1 ∗ · · · ∗ γd est encore une de´composition de γ . D’autre part, on vient de
montrer que dhn = dh , donc la h
n–distance entre les deux extre´mite´s de γ vaut
encore d, et la hn–longueur de γ ne peut pas eˆtre strictement plus petite que
d (Corollaire 3.5). Ceci prouve que, pour hn , la de´composition est minimale,
et que γ est un arc ge´ode´sique.
Lemme 3.8 On se donne une de´composition minimale γ = γ1 ∗ · · · ∗ γk d’un
arc ge´ode´sique (k ≥ 2).
• Pour tous i, j entre 1 et k , pour tout entier n, si |i − j| > 1, alors
hn(γi) ∩ γj = ∅;
• pour tout i entre 1 et k− 1, pour tout entier n, l’arc γi ∗ γi+1 rencontre
son image par hn .
Preuve Prouvons le premier point. On note (x0, . . . , xk) les sommets de la
de´composition. On peut supposer que i < j . Supposons que hn(γi) rencontre
γj , et soit z un point de l’intersection; on a alors
dh(xi−1, xj) = dh(h
n(xi−1), xj)
≤ dh(h
n(xi−1), z) + dh(z, xj)
≤ 1 + 1 = 2.
Comme γ est un arc ge´ode´sique, ceci n’est possible que si |i − j| ≤ 1. Le
premier point est donc prouve´.
Montrons le second point. Si l’arc γi ∗ γi+1 est libre pour h
n , alors d’apre`s le
Lemme 3.7, dh(xi−1, xi+1) = dhn(xi−1, xi+1) = 1, ce qui contredit le fait que γ
est un arc ge´ode´sique.
Les h–boules
De´finition 3.9 Pour tout point x du plan et tout entier strictement positif
r , on notera Br(x) la boule de centre x et de rayon r pour la distance dh :
Br(x) = {y : dh(x, y) ≤ r}
On dira que Br(x) est la h–boule de centre x et de rayon r .
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Cet ensemble est un ouvert connexe du plan (pour la topologie usuelle), et est
invariant par h: en effet, d’apre`s la de´finition de dh , B1(x) est l’union des
domaines de translation contenant x, et Br(x) est l’union des domaines de
translation rencontrant Br−1(x).
3.3 Fle`ches horizontales
Dans ce paragraphe, nous utilisons le lemme de Franks pour de´finir les fle`ches
horizontales.
De´finition
On se donne une de´composition minimale γ = γ1 ∗ · · · ∗ γd d’un arc ge´ode´sique
(d ≥ 1).
Affirmation 3.10 Soit i un entier entre 1 et d−1. Une et une seule des deux
possibilite´s suivantes est ve´rifie´e:
(1) h(γi) ∩ γi+1 6= ∅,
(2) γi ∩ h(γi+1) 6= ∅.
Preuve de l’Affirmation 3.10 Puisque la de´composition est minimale, l’arc
γi ∗γi+1 ne peut pas eˆtre libre. Puisque, par contre, γi et γi+1 sont libres, l’une
des deux possibilite´s de la remarque doit eˆtre ve´rifie´e.
Montrons que les deux possibilite´s ne peuvent pas eˆtre ve´rifie´es simultane´ment.
On note xi le sommet commun aux deux arcs. En utilisant le the´ore`me de
Schoenflies, on peut supposer que γ est un segment euclidien (cf Figure 7). On
peut alors e´paissir les deux arcs pour trouver deux disques topologiques ferme´s
D1 , D2 tels que
• γi \ {xi} ⊂ Int(D1) et γi+1 \ {xi} ⊂ Int(D2);
• les inte´rieurs de D1 et D2 sont disjoints;
• D1 et D2 sont libres.
Supposons maintenant que la premie`re possibilite´ de l’affirmation est ve´rifie´e,
c’est-a`-dire qu’il existe un point x de γi dont l’image h(x) est dans γi+1 . Alors
x 6= xi car γi+1 est libre, et h(x) 6= xi car γi est libre. Par conse´quent x
et h(x) appartiennent respectivement aux inte´rieurs de D1 et D2 , autrement
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dit h(Int(D1)) rencontre Int(D2). De meˆme, si la seconde possibilite´ de l’aff-
irmation est ve´rifie´e, alors h(Int(D2)) rencontre Int(D1). Si ces deux rencon-
tres avaient lieu simultane´ment, la suite (D1,D2) serait une chaˆıne de disques
pe´riodique, ce qu’interdit le lemme de Franks 2.7.
xi
γi γi+1
D2D1
Figure 7: De´finition d’une fle`che, via le lemme de Franks
Rappelons qu’un mot a` p lettres dans l’alphabet A est une suite de p e´le´ments
de A, autrement dit une application de l’ensemble {1, . . . , p} dans A. On
notera toujours Mi la ie`me lettre du mot M .
De´finition 3.11 On appelle mot horizontal de γ1 ∗ · · · ∗ γd , et on note
Mh↔(γ1 ∗ · · · ∗ γd),
le mot de d− 1 lettres dans l’alphabet {←,→}, dont la ie`me lettre est:
(1) Mh↔(γ1 ∗ · · · ∗ γd)i :=→ si c’est la premie`re possibilite´ qui est satisfaite
dans l’Affirmation 3.10 ci-dessus;
(2) Mh↔(γ1 ∗ · · · ∗ γd)i :=← si c’est la deuxie`me.
S’il n’y a pas d’ambigu¨ıte´ sur l’home´omorphisme, on e´crira simplement
M↔(γ1 ∗ · · · ∗ γd).
3.4 E´nonce´ pre´cis du The´ore`me B
A priori, le mot horizontal de´pend de l’arc ge´ode´sique γ , et meˆme du choix
d’une de´composition de γ . Le The´ore`me B dit qu’en re´alite´, il ne de´pend que
des extre´mite´s de γ .
The´ore`me B-bis Soient x et y deux points du plan, et γ = γ1 ∗ · · · ∗ γd et
γ′ = γ′1 ∗ · · · ∗ γ
′
d deux de´compositions minimales d’arcs ge´ode´siques joignant x
et y . Alors M↔(γ1 ∗ · · · ∗ γd) =M↔(γ
′
1 ∗ · · · ∗ γ
′
d).
La preuve du the´ore`me occupera les Sections 4, 5 et 6. En admettant provi-
soirement le the´ore`me, on peut donner la de´finition suivante.
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De´finition 3.12 Soient x et y deux points distincts du plan. On appelleramot
horizontal du couple (x, y), et on notera Mh↔(x, y), le mot M↔(γ1 ∗· · · ∗γd), ou`
γ1 ∗ · · · ∗ γd est n’importe quelle de´composition minimale de n’importe quel arc
ge´ode´sique joignant x a` y . S’il n’y a pas d’ambigu¨ıte´ sur l’home´omorphisme,
on e´crira simplement M↔(x, y).
Remarquons que le mot horizontal entre deux points a` h–distance 1 est vide.
3.5 Quelques proprie´te´s e´le´mentaires du mot horizontal
Sur l’alphabet {←,→}, on de´finit l’ope´ration “oppose´e”, note´e −, par
− ← := → et − → := ← .
Ceci induit naturellement une ope´ration sur les mots sur cet alphabet, encore
note´e −, qui consiste a` changer chaque lettre du mot en son oppose´e. Le mot
−M est appele´ oppose´ du mot M . Si M est un mot de longueur l sur cet
alphabet, le palindrome de M est le mot Palin(M) de´fini par Palin(M)i =
Ml+1−i . Enfin, pour tout arc γ , on note −γ l’arc ayant l’orientation oppose´e
a` celle de γ : en termes de parame´trage, on a (−γ)(t) = γ(1− t).
On se donne une de´composition minimale γ1 ∗ · · · ∗ γd d’un arc ge´ode´sique γ
pour h. Par abus, on notera parfois γ la de´composition elle-meˆme (et −γ la
de´composition induite de manie`re e´vidente sur l’arc −γ ).
Lemme 3.13
(1) Mh
n
↔ (γ) =M
h
↔(γ) = −M
h−n
↔ (γ) (pour tout n ≥ 1);
(2) M↔(−γ) = −Palin(M↔(γ)).
Preuve Tout d’abord, les liens entre Mh↔(γ), M
h−1
↔ (γ) et M
h
↔(−γ) suivent
imme´diatement de la de´finition du mot horizontal. Il reste donc uniquement a`
e´tablir le lien entre Mh
n
↔ (γ) et M
h
↔(γ) pour n ≥ 1.
Soit i un entier entre 1 et d − 1. D’apre`s le Lemme 3.7, pour hn , l’arc γ est
encore un arc ge´ode´sique dont γ1 ∗ · · · ∗ γd est une de´composition minimale;
notamment, le mot Mh
n
↔ (γ) est bien de´fini. Montrons que les mots horizontaux
associe´s a` γ pour h et hn co¨ıncident; pour cela, on s’inte´resse a` la ie`me lettre
de ces deux mots. Pour fixer les ide´es, supposons que Mh↔(γ)i =←, c’est-a`-dire
que h(γi) ∩ γi+1 = ∅. A` l’aide du the´ore`me de Schoenflies, on trouve deux
disques topologiques ferme´s libres Di et Di+1 , contenant respectivement les
arcs γi et γi+1 dans leurs inte´rieurs, et tels que h(Di)∩Di+1 = ∅ (cf Figure 8).
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γi γi+1
Di+1Di
h(Di)
Figure 8: Si Mh
↔
(γ)i =← . . .
D’apre`s le lemme de Franks (Lemme 2.5), l’ensemble des entiers n tels que
hn(Int(Di)) rencontre Int(Di+1) est un intervalle de Z. Comme Int(Di+1)
rencontre Int(Di) mais pas h(Int(Di)), on en de´duit que pour tout entier n ≥ 1,
hn(Int(Di)) ∩ Int(Di+1) = ∅, donc aussi que h
n(γi) ∩ γi+1 = ∅. Puisque la
de´composition est minimale pour hn , on doit alors avoir γi ∩ h
n(γi+1) 6= ∅
(par Affirmation 3.10); autrement dit, Mh
n
↔ (γ)i =←= M
h
↔(γ)i , ce que l’on
voulait.
4 Composantes de Reeb
Dans cette partie, nous ge´ne´ralisons le concept de composantes de Reeb des
feuilletages du plan (voir l’introduction), nous e´nonc¸ons un the´ore`me d’exist-
ence et d’unicite´, et nous en de´duisons le The´ore`me B (le mot horizontal d’un
arc ge´ode´sique ne de´pend que de ses extre´mite´s). Le choix de la de´finition des
composantes de Reeb est assez naturel, il utilise le concept classique d’ensemble
singulier (duˆ a` Kere´kja´rto´). Un des points importants est qu’il faut main-
tenant de´finir une composante de Reeb comme e´tant associe´e a` un couple de
points (x, y). Le The´ore`me A-bis affirme alors l’existence d’exactement d − 1
composantes de Reeb minimales associe´es a` (x, y), ou` d est la distance de trans-
lation entre x et y , et ces composantes sont donne´es par une “formule” topolog-
ique explicite. Notons que la minimalite´ est essentielle pour obtenir un nombre
fini de composantes associe´es a` (x, y) (voir les exemples de l’Appendice B). Elle
jouera e´galement un roˆle central dans la de´finition des fle`ches verticales (Sec-
tion 7, 8 et 9). Par contre, elle n’intervient pas dans la preuve du The´ore`me B.
4.1 Ensemble singulier
De´finition 4.1 Soient x et y deux points du plan. On dira que le couple
(x, y) est singulier si x et y n’appartiennent pas a` la meˆme orbite de h, et
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si pour tous voisinages Vx et Vy de x et y respectivement, il existe un entier
positif n tel que hn(Vx)∩Vy 6= ∅. On notera Sing(h), et on appellera ensemble
singulier de h, l’ensemble des couples singuliers de h.
Voici quelques exemples. La translation τ : (x, y) 7→ (x + 1, y) n’admet aucun
couple de points singuliers. Pour l’home´omorphisme de Reeb (repre´sente´ sur
la Figure 1), l’ensemble singulier est l’ensemble des couples (x, y) ou` x et y
appartiennent respectivement aux bords supe´rieur et infe´rieur de la bande B .
En fait, on peut voir que si h est le temps 1 d’un flot, alors l’ensemble singulier
est la re´union des produits ∆0×∆1 des bords de composantes de Reeb (∆0,∆1)
(au sens de la de´finition donne´e en introduction de ce texte).
Il suit de la de´finition qu’un couple (x, y) est singulier pour h−1 si et seulement
si le couple (y, x) est singulier pour h. Nous verrons plus loin que hn a le
meˆme ensemble singulier que h si n ≥ 1 (voir les commentaires qui suivent le
Lemme 5.6).
Rappelons que B1(x) de´signe la boule de rayon 1 et de centre x pour la dis-
tance de translation de h, c’est-a`-dire la re´union des domaines de translation
contenant x. Le lemme suivant e´tablit un premier lien entre l’ensemble singulier
et la distance dh .
Lemme 4.2 (Couples singuliers et h–distance) Soit (x, y) un couple singulier
de h. Alors dh(x, y) = 2, et y ∈ ∂B1(x).
Preuve Une translation n’admet pas de couple singulier, par suite il ne peut
pas exister de domaine de translation de h contenant simultane´ment x et y .
Ceci prouve que dh(x, y) > 1.
Soit O un domaine de translation contenant x: c’est un voisinage de x, et
il est invariant par h. La de´finition des couples singuliers entraˆıne que tout
voisinage de y rencontre O . Autrement dit y est dans l’adhe´rence de O , mais
O est inclus dans B1(x), donc y ∈ Adh(B1(x)). Comme B1(x) ne contient pas
y , c’est que y ∈ ∂B1(x). On en de´duit que tout domaine de translation qui
contient y rencontre B1(x), et donc que dh(x, y) = 2.
4.2 De´finition ge´ne´rale des composantes de Reeb
De´finition 4.3 (Figure 9) Soient x et y deux points, et F et G deux sous-
ensembles ferme´s connexes du plan. On dit que (F,G) est une composante de
Reeb pour (x, y) si
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(1) F ×G ⊂ Sing(h) ou G× F ⊂ Sing(h);
(2) F contient x, ou bien F se´pare x et G ∪ {y};
(3) G contient y , ou bien G se´pare y et F ∪ {x}.
Les ensembles F et G sont appele´s bords de la composante: si F×G ⊂ Sing(h),
F en est le bord ne´gatif, G le bord positif ; si G×F ⊂ Sing(h), c’est le contraire.
Il suit imme´diatement de la de´finition que les ensembles F et G sont disjoints,
puisqu’un couple (x, x) n’est jamais singulier.
y
F G
x
bord ne´gatifbord positif
Figure 9: Une composante de Reeb non de´ge´ne´re´e
De´finition 4.4 La composante de Reeb est dite minimale si, de plus,
• F = {x}, ou bien F est minimal pour l’inclusion parmi les ensembles
ferme´s connexes qui se´parent x et G ∪ {y};
• G = {y}, ou bien G est minimal pour l’inclusion parmi les ensembles
ferme´s connexes qui se´parent y et F ∪ {x}.
Autrement dit, (F,G) est minimale si pour toute composante de Reeb (F ′, G′)
pour (x, y), si F ′ ⊂ F et G′ ⊂ G, alors F ′ = F et G′ = G.
De´finition 4.5 La composante (F,G) est dite de´ge´ne´re´e si F contient x ou
G contient y .
Voici l’exemple le plus simple de composante de Reeb: si (x, y) ∈ Sing(h),
alors ({x}, {y}) est une composante de Reeb de´ge´ne´re´e et minimale pour (x, y).
L’Appendice B contient des exemples plus substantiels (on y montre en parti-
culier qu’un couple (F,G) peut eˆtre une composante de Reeb minimale pour
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(x, y), et eˆtre une composante de Reeb non minimale pour un autre couple
(x′, y′), meˆme dans le cas non de´ge´ne´re´).
Remarquons que toute composante de Reeb pour (x, y) “contient” une com-
posante de Reeb minimale pour (x, y). En effet, le lemme de Zorn entraˆıne que
tout ferme´ se´parant x et y contient un ferme´ se´parant x et y et minimal pour
l’inclusion parmi les ensembles de ce type. En re´alite´, nous n’utiliserons pas
cette remarque, puisque nous allons obtenir les composantes de Reeb minimales
de manie`re constructive.
4.3 Construction des composantes de Reeb minimales
Soient x et y deux points du plan, tels que d = dh(x, y) ≥ 2. On a
Adh(B1(x)) ⊂ B2(x) ⊂ Adh(B2(x)) ⊂ B3(x) ⊂ · · · ⊂ Bd−1(x).
Le point y n’est dans aucun de ces ensembles. Par suite, pour i = 1, . . . , d− 2,
on peut conside´rer l’ensemble Oy(Adh(Bi(x))), de´fini comme la composante
connexe de l’ensemble R2 \ Adh(Bi(x)) qui contient y . On pose alors
F1(x, y) = ∂Oy(Adh(B1(x))), . . . , Fd−2(x, y) = ∂Oy(Adh(Bd−2(x))).
Dans le cas ou` l’ensemble ∂Bd−1(x) ne contient pas non plus le point y , on
peut de´finir de la meˆme manie`re Oy(Adh(Bd−1(x))) et Fd−1(x, y). Dans le
cas contraire, on pose Fd−1(x, y) = {y}. Enfin, on de´finit syme´triquement
les ensembles Ox(Adh(Bi(y))) et Fi(y, x) pour i = 1, . . . , d − 1. De´crivons
imme´diatement quelques proprie´te´s e´le´mentaires, concernant la topologie, puis
la dynamique de ces ensembles.
Lemme 4.6 (Topologie des ensembles Fi(x, y)) Pour tous x, y et pour tout
i entre 1 et d− 1, l’ensemble Fi(x, y) est connexe et contenu dans ∂Bi(x). Si
de plus Fi(x, y) 6= {y}, alors cet ensemble se´pare x et y , et posse`de la proprie´te´
de minimalite´ suivante: tout ensemble F , contenu dans ∂Bi(x) et se´parant x
et y , contient Fi(x, y).
Preuve du Lemme 4.6 On se place dans le cas non trivial (Fi(x, y) 6= {y}).
La connexite´ de Fi(x, y) re´sulte des proprie´te´s de la topologie plane (appliquer
le The´ore`me A.4 de l’appendice a` l’ouvert connexe Bi(x)). On a les inclusions
Fi(x, y) = ∂Oy(Adh(Bi(x))) ⊂ ∂ Adh(Bi(x)) ⊂ ∂Bi(x),
l’e´galite´ a lieu par de´finition, la premie`re inclusion suit de la Proposition A.1
de l’appendice, la dernie`re est une proprie´te´ de topologie ge´ne´rale. L’ensemble
Geometry & Topology, Volume 9 (2005)
1714 Fre´de´ric Le Roux
Fi(x, y) se´pare x et y puisqu’il est la frontie`re d’un ensemble qui contient y mais
pas x. Il reste a` montrer la proprie´te´ de minimalite´. Soit z un point quelconque
de Fi(x, y). On voit facilement que l’ensemble Bi(x) ∪ {z} ∪ Oy(Adh(Bi(x)))
est connexe. Un ensemble F inclus dans ∂Bi(x) est disjoint de Bi(x) et de
Oy(Adh(Bi(x))); par conse´quent, si F se´pare x et y , il doit contenir le point
z . On en de´duit que tout ensemble F inclus dans ∂Bi(x) et se´parant x et y
doit contenir Fi(x, y), ce que l’on voulait.
Il n’est pas encore clair que les ensembles Fi(x, y) et Fd−i(y, x) soient dis-
joints (comme sugge´re´ par la Figure 10 ci-dessous). Cependant, ceci sera une
conse´quence du The´ore`me A-bis.
Lemme 4.7 Les ensembles F1(x, y), . . . , Fd−2(x, y) sont invariants par h.
Preuve du Lemme 4.7 Tout d’abord, les ensembles Adh(Bi(x)) sont invari-
ants, donc les ensembles Oy(Adh(Bi(x))) sont libres ou invariants (comme com-
posantes connexes d’ensembles invariants). Si 1 ≤ i ≤ d − 2, la h–boule
B1(y) est disjointe de Bi(x) (ine´galite´ triangulaire), elle est donc incluse dans
l’ensemble Oy(Adh(Bi(x))): celui-ci ne peut pas eˆtre libre, puisqu’il contient
l’ensemble invariant B1(y). Il est donc invariant. L’ensemble Fi(x, y) est aussi
invariant comme frontie`re d’un ensemble invariant.6
4.4 E´nonce´ pre´cis du The´ore`me A
The´ore`me A-bis Soient x et y deux points du plan, et d = dh(x, y). Alors
il existe exactement d − 1 composantes de Reeb minimales pour (x, y); ces
composantes sont les couples (Fd−i(y, x), Fi(x, y)) pour i variant entre 1 et
d− 1.
Le the´ore`me est illustre´ symboliquement par la Figure 10, et plus concre`tement
par les exemples de l’Appendice B. La preuve du the´ore`me occupera la Sec-
tion 6. Remarquons que parmi les d−1 composantes minimales, seules les deux
composantes “extreˆmes”
(Fd−1(y, x), F1(x, y)) et (F1(y, x), Fd−1(x, y))
6Dans une premie`re version de ce texte, on affirmait que l’ensemble Fd−1(x, y) est
invariant ou libre sous h . Suite a` une question du referee, l’auteur s’est aperc¸u de son
erreur: on peut construire des exemples ou cet ensemble n’est ni libre ni invariant.
Geometry & Topology, Volume 9 (2005)
Structure des home´omorphismes de Brouwer 1715
yx
F1(x, y)
F1(y, x)F2(y, x)F3(y, x)
F2(x, y) F3(x, y)
Figure 10: Illustration du The´ore`me A
sont susceptibles d’eˆtre de´ge´ne´re´es. Ceci suit imme´diatement de la de´finition
des ensembles Fi(x, y). Notons au passage que les composantes de´ge´ne´re´es
sont “rares”: en effet, H. Nakayama a montre´ que l’ensemble des points faisant
partie d’un couple de points singuliers est topologiquement maigre ([29]); ge´ne´-
riquement, les points x et y sont non singuliers, et aucune des composantes de
Reeb associe´es a` (x, y) n’est de´ge´ne´re´e. De meˆme, seuls les bords “extreˆmes”
Fd−1(y, x) et Fd−1(x, y) peuvent ne pas eˆtre invariants: ceci suit du Lemme 4.7.
4.5 Preuve du The´ore`me B-bis: invariance des fle`ches horizon-
tales
Dans cette section, nous admettons provisoirement le The´ore`me A-bis et nous en
de´duisons le The´ore`me B-bis. Commenons par donner l’ide´e de la preuve. Pour
simplifier, conside´rons d’abord le cas ou` h est un home´omorphisme de Brouwer
qui pre´serve chaque feuille d’un feuilletage F (par exemple, h peut eˆtre obtenu
en inte´grant un champ de vecteurs qui ne s’annule pas, cf l’introduction). On
voit facilement que la h–distance entre les deux bords d’une composante de
Reeb du feuilletage est e´gale a` 2, et que le mot horizontal d’un arc ge´ode´sique
joignant le bord ne´gatif de la composante a` son bord positif vaut (→). Con-
side´rons alors un arc ge´ode´sique γ , d’extre´mite´s x et y , de longueur d ≥ 2, muni
d’une de´composition minimale de sommets x0 = x, . . . , xd = y (cf Figure 3
de l’introduction). Cet arc franchit successivement les d − 1 composantes de
Reeb associe´es au couple (x, y), dont l’existence est assure´e par le The´ore`me A.
Puisque les deux bords d’une composante de Reeb sont a` h–distance 2, le som-
met xi est situe´ entre les deux bord de la i–e`me composante rencontre´e. Si
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γ rencontre le bord ne´gatif de cette composante avant le bord positif, alors la
i–e`me fle`che du mot M↔(γ) sera →; elle sera ← si γ rencontre en premier lieu
le bord positif. Il est maintenant clair que tout autre arc ge´ode´sique ayant les
meˆmes extre´mite´s que γ donnera la meˆme suite de fle`ches.
La preuve dans le cas ge´ne´ral s’inspire fortement du cas des feuilletages. On
montre d’abord qu’un arc ge´ode´sique joignant x a` y doit franchir successive-
ment les d − 1 composantes de Reeb minimales dans l’ordre attendu (voir
Lemme 4.8). Chaque franchissement d’une composante de Reeb impose la
pre´sence d’un sommet, et impose aussi la fle`che correspondante (Lemme 4.9).
Lemme 4.8 (Franchissement des composantes de Reeb) Soit γ = γ1 ∗ · · · ∗γd
une de´composition minimale d’un arc ge´ode´sique joignant x a` y . Alors pour
tout entier i entre 1 et d−1, l’ensemble Fi(x, y) rencontre γ , et Fi(x, y)∩γ ⊂
γi+1 . Si de plus i 6= d− 1, alors Fi(x, y) ∩ γ ⊂ Int(γi+1).
On a bien suˆr un re´sultat syme´trique en inversant les roˆles de x et y : notam-
ment, Fd−i(y, x) ∩ γ ⊂ γi .
x y
Fd−i(y, x) Fi(x, y)
γi
xi
γi+1
γ
Figure 11: Positions relatives d’un arc ge´ode´sique et d’une composante de Reeb mini-
male
Le second lemme relie la fle`che des arcs de longueur 2 a` la pre´sence d’un couple
singulier.
Lemme 4.9 (Ensemble singulier et fle`ches horizontales) Soit γ = γ1 ∗ γ2 une
de´composition minimale d’un arc ge´ode´sique de longueur 2. Alors
M↔(γ1 ∗ γ2) = (→) ⇔ γ1 × γ2 ∩ Sing(h) 6= ∅,
M↔(γ1 ∗ γ2) = (←) ⇔ γ2 × γ1 ∩ Sing(h) 6= ∅.
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Preuve du Lemme 4.8 L’ingre´dient principal de la preuve est l’ine´galite´ tri-
angulaire. Soit i un entier entre 1 et d − 1. Notons x0 = x, . . . , xd = y les
sommets de la de´composition. Puisque l’ensemble Fi(x, y) se´pare x et y ou
bien vaut {y}, l’arc γ doit rencontrer cet ensemble. Montrons que la rencontre
se fait ne´cessairement entre xi et xi+1 . En effet:
• le sous arc [xxi]γ est dans la h–boule Bi(x) (car il contient x et est
re´union de i arcs libres), donc ∂Bi(x) ne rencontre pas [xxi]γ (puisque
les h–boules sont des ouverts du plan);
• si i < d − 1, le sous-arc [xi+1y]γ est dans la h–boule Bd−i−1(y). Or
d’apre`s l’ine´galite´ triangulaire, on a Bd−i−1(y)∩Bi(x) = ∅, donc ∂Bi(x)
ne rencontre pas [xi+1y]γ .
Puisque Fi(x, y) ⊂ ∂Bi(x), on a bien
Fi(x, y) ∩ γ ⊂ ]xixi+1[γ = Int(γi+1) et Fd−1(x, y) ∩ γ ⊂ ]xd−1xd]γ ⊂ γd
si i < d− 1. Ce que l’on voulait.
Preuve du Lemme 4.9 On montre la premie`re e´quivalence, la seconde en
de´coule (en changeant h en h−1 ).
Montrons la premie`re implication. On suppose que M↔(γ1∗γ2) = (→). D’apre`s
les Lemmes 3.7 et 3.13, pour hn , γ1 ∗γ2 est encore une de´composition minimale
d’un arc ge´ode´sique, et le mot horizontal associe´ est encore (→). Autrement
dit, pour tout entier n > 0, on a hn(γ1)∩ γ2 6= ∅. Par compacite´, on en de´duit
facilement que γ1 × γ2 contient un couple singulier.
Montrons l’implication re´ciproque. Ceci revient a` montrer que si M↔(γ1∗γ2) =
(←), alors γ1×γ2 ne contient pas de couple singulier. Exactement comme dans
la preuve du Lemme 3.13 (cf Figure 8), l’hypothe`se M↔(γ1 ∗γ2) = (←) permet
de trouver deux disques topologiques ferme´s D1 et D2 , dont les inte´rieurs
contiennent respectivement γ1 et γ2 , et tels que h
n(Int(D1)) soit disjoint de
Int(D2) pour tout entier n > 0. On en de´duit que γ1 × γ2 ne contient pas de
couple singulier.
Preuve du The´ore`me B-bis Soient x et y deux points du plan, et d =
dh(x, y). On suppose d ≥ 2, sans quoi il n’y a rien a` montrer. Soit i un entier
entre 1 et d− 1. Le The´ore`me A-bis nous dit que (Fd−i(y, x), Fi(x, y)) est une
composante de Reeb pour (x, y), et en particulier que le produit Fd−i(y, x) ×
Fi(x, y) est singulier pour h ou bien pour h
−1 .
Pour fixer les ide´es, supposons que Fd−i(y, x)×Fi(x, y) ⊂ Sing(h). On conside`re
une de´composition minimale γ = γ1 ∗ · · · ∗ γd d’un arc ge´ode´sique joignant x a`
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y . Le Lemme 4.8 montre que dans ce cas, γi×γi+1∩Sing(h) 6= ∅. D’autre part,
il suit des de´finitions que M↔(γ1 ∗ · · · ∗ γd)i = M↔(γi ∗ γi+1). Le Lemme 4.9
dit alors que M↔(γ1 ∗ · · · ∗ γd)i =→. On a montre´ que la ie`me fle`che du mot
ne de´pend pas de γ , ce qui termine la preuve.
Au passage, on a obtenu l’e´nonce´ suivant (qui peut eˆtre vu comme une version
“technique” du The´ore`me B).
The´ore`me B-ter Pour tout i = 1, . . . , d− 1,
M↔(γ1 ∗ · · · ∗ γd)i = ← ⇔ Fd−i(y, x)× Fi(x, y) ⊂ Sing(h
−1)
M↔(γ1 ∗ · · · ∗ γd)i = → ⇔ Fd−i(y, x)× Fi(x, y) ⊂ Sing(h).
5 Topologie de la suite des ite´re´s d’un disque libre
Cette partie est inde´pendante des Sections 3 et 4. Les de´monstrations de tous
les e´nonce´s se trouvent en Section 5.5. Nous allons e´tudier en de´tail le com-
portement de la suite des ite´re´s positifs d’un disque libre D . Le premier re´sultat
est que cette suite converge (Lemme 5.1). Bien suˆr, ceci vaut e´galement pour
la suite des ite´re´s ne´gatifs. Les ensembles-limite positifs et ne´gatifs e´tant dis-
joints et disjoints de D , leur re´union de´coupe le plan en trois parties, une partie
“ne´gative”, une partie “centrale” (contenant D) et une partie “positive”: on
a ainsi associe´ a` D une partition du plan en cinq morceaux (Lemme 5.4). Un
re´sultat technique essentiel comple`te la description; il affirme qu’on ne peut pas
aller continuˆment de la partie centrale a` l’un des deux ensembles-limite sans ren-
contrer une infinite´ d’ite´re´s du disque D (Proposition 5.5, cf Figure 12). Enfin,
en faisant tendre le diame`tre du disque D vers 0, on localise ces constructions
en un point z , ce qui permet d’associer au point z une nouvelle partition en
cinq morceaux (Lemme 5.8). Au passage, le Lemme 5.6 explique le lien avec
l’ensemble singulier de h: un couple (x, y) est singulier si et seulement si y
appartient a` l’ensemble-limite positif de x. Ainsi, les re´sultats de cette section
permettent de construire des “grands” ensembles de couples singuliers, et nous
les utiliserons dans la Section 6 pour prouver l’existence des composantes de
Reeb requises par le The´ore`me A.
5.1 Ensembles-limite
On note K l’espace des compacts de la sphe`re R2∪{∞}, muni de la topologie de
Hausdorff (voir [20], chap. IV, paragraphes 38 et 42; une de´finition possible de
la convergence dans cet espace est donne´e dans la preuve du lemme ci-dessous).
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Lemme 5.1 Soit D un disque topologique ferme´ libre; alors la suite des ite´re´s
(hn(D))n≥0 converge dans K .
7
Rappelons que l’espace K est me´trique, compact, et que l’ensemble des e´le´ments
de K qui sont connexes est encore compact. La limite de cette suite est donc
un compact connexe de la sphe`re R2∪{∞}, qui contient le point ∞ puisque les
orbites des points tendent vers ∞. On note lim+D l’intersection de la limite
avec le plan R2 . On de´finit de meˆme l’ensemble lim−D comme la trace dans le
plan de la limite de la suite (hn(D))n≤0 . Ces deux ensembles sont des ferme´s
du plan, on les appellera ensembles-limite du disque D .
Affirmation 5.2 Les trois ensembles D , lim+D et lim−D sont deux a` deux
disjoints.
5.2 Partition du plan
L’Affirmation 5.2 permet de de´finir les ensembles suivants.
De´finition 5.3 (Figure 12) Soit D un disque topologique ferme´ libre.
• U(D) est la composante connexe de R2 \ (lim+D ∪ lim−D) contenant
D ;
• U−(D) est l’union des composantes connexes de R2 \ Adh(U(D)) dont
la frontie`re rencontre lim−D ;
• U+(D) est l’union de celles dont la frontie`re rencontre lim+D .
Lemme 5.4 (Partition associe´e a` un disque libre) Soit D un disque topo-
logique ferme´ libre. On a une partition du plan
R
2 = U−(D) ⊔ lim−D ⊔ U(D) ⊔ lim+D ⊔ U+(D),
et chacun des ensembles de cette partition est invariant par h. De plus,
∂U(D) = lim+D ∪ lim−D.
7Remarquons qu’on peut en de´duire que ce re´sultat est aussi vrai pour un disque
qui n’est pas libre: en effet, un tel disque est re´union d’un nombre fini de disques
libres. Le re´sultat n’est pas connu pour un compact connexe quelconque (voir aussi le
Lemme 9.2).
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5.3 Disposition des ite´re´s de D
Proposition 5.5 (Non-accessibilite´) Soit D un disque topologique ferme´ li-
bre. Soit α un arc joignant un point de U(D) a` un point de lim+D ∪ lim−D .
Alors il existe un entier n tel que α rencontre l’ite´re´ hn(D).
Ce re´sultat peut eˆtre conside´re´ comme le lemme “technique” fondamental de
notre e´tude. Il est de´ja` pre´sent chez Homma–Terasaka et Andrea (voir [15]
lemma 7; [2], proposition 1.7); cependant, le texte [15] est tre`s difficile, et le
texte [2] concerne les ensembles-limite de trajectoires. Nous en donnerons une
preuve fortement inspire´e du texte d’Andrea. Une autre formulation consiste a`
dire que les points de lim+D ∪ lim−D ne sont pas accessibles depuis l’ouvert
U(D) \ (∪n∈Zh
n(D)). On peut aussi en de´duire un e´nonce´ plus fort: sous les
meˆmes hypothe`ses, l’arc α rencontre en fait une infinite´ d’ite´re´s de D . En effet,
dans le cas contraire, α contiendrait un sous-arc α′ , disjoint de tous les ite´re´s de
D , et joignant toujours un point de U(D) a` un point de lim+D ∪ lim−D ; ceci
contredirait le lemme. La situation est symbolise´e par le dessin de la Figure 12.
D
lim−D
U(D) U+(D)U−(D)
lim+D
Figure 12: Topologie de la suite des ite´re´s de D
5.4 Partition associe´e a` un point
Pour tout point z , on pose:
lim+z =
⋂
{lim+D : D disque topologique libre tel que z ∈ Int(D)},
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lim−z =
⋂
{lim−D : D disque topologique libre tel que z ∈ Int(D)}.
Ces deux ensembles sont appele´s ensembles-limite du point z .
Lemme 5.6 Soit (x, y) un couple de points du plan. Les assertions suivantes
sont e´quivalentes.
(1) Le couple (x, y) est singulier;
(2) y ∈ lim+ x;
(3) x ∈ lim− y .
La preuve de ce lemme est imme´diate. Une remarque en passant: on de´duit du
Lemme 5.1 que les ensembles-limite de´finis pour les home´omorphismes h et hn
(n entier non nul) co¨ıncident; le Lemme 5.6 montre alors que h et hn ont les
meˆmes ensembles singuliers.
De´finition 5.7 Comme dans le cas des disques, on de´finit les ensembles suiv-
ants.
• U(z) est la composante connexe de R2 \ (lim+ z ∪ lim− z) contenant z ;
• U−(z) est l’union des composantes connexes de R2 \ Adh(U(z)) dont la
frontie`re rencontre lim− z ;
• U+(z) est l’union de celles dont la frontie`re rencontre lim+ z .
Lemme 5.8 (Partition associe´e a` un point) Soit z un point du plan. On a
une partition du plan
R
2 = U−(z) ⊔ lim−z ⊔ U(z) ⊔ lim+z ⊔ U+(z),
ou` chacun de ces ensembles est invariant par h. De plus, ∂U(z) = lim+z ∪
lim−z , ∂U−(z) ⊂ lim−z , ∂U+(z) ⊂ lim+z .
Lemme 5.9 (Liens point/disques) On a
U(z) =
⋃
{U(D)}
U+(z) =
⋂
{U+(D)}
U−(z) =
⋂
{U−(D)}
ou` les unions et intersections ont lieu sur tous les disques topologiques ferme´s
libres D dont l’inte´rieur contient z .
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5.5 Preuves
Preuve du Lemme 5.1 Soit D un disque topologique ferme´ libre. Notons
S et I les limites supe´rieures et infe´rieures de la suite (hn(D))n≥0 :
S = {x ∈ R2 : ∀V voisinage de x,∀n0 ≥ 0,∃n ≥ n0 tel que h
n(D) ∩ V 6= ∅}
I = {x ∈ R2 : ∀V voisinage de x,∃n0 ≥ 0,∀n ≥ n0, h
n(D) ∩ V 6= ∅}
Prouver la convergence revient a` montrer que S = I . Bien suˆr, I ⊂ S ; mon-
trons l’inclusion re´ciproque. Soit x un point de S , et V un disque ferme´ libre
voisinage de x. Soit n0 un entier tel que h
n0(D) ∩ Int(V ) 6= ∅ (et donc aussi
hn0(Int(D)) ∩ Int(V ) 6= ∅). D’apre`s le lemme de Franks (dans la version du
Lemme 2.5), l’ensemble des entiers n tels que hn(Int(D)) rencontre Int(V )
est un intervalle de Z; mais il contient n0 et une infinite´ d’entiers supe´rieurs
a` n0 (par de´finition de S ), donc il contient tous les entiers supe´rieurs a` n0 .
Autrement dit, x est un point de I .
Preuve de l’Affirmation 5.2 Comme D est ferme´ et libre, on peut trouver
un autre disque topologique ferme´ libre V qui contient D dans son inte´rieur (en
utilisant le the´ore`me de Schoenflies). D’apre`s le Corollaire 2.8 sur les disques
libres, ce disque V est disjoint de tous les ite´re´s hn(Int(V )) pour n 6= 0,
donc aussi des ite´re´s hn(D). Par suite, les ensembles lim+D et lim−D ne
rencontrent pas l’inte´rieur de V , et sont donc disjoints de D .
On en de´duit que tout point x de lim+(D) posse`de un voisinage V ′ disque
topologique ferme´ libre disjoint de D , et un raisonnement analogue montre
que l’ensemble lim−(D) ne rencontre pas V ′ . Par conse´quent, les ensembles
lim+(D) et lim−(D) sont disjoints.
Preuve du Lemme 5.4 On se donne un disque topologique ferme´ libre D .
Invariance Il est clair que les ensembles lim+D et lim−D sont invariants
par h. Montrons qu’il en est de meˆme pour l’ouvert U(D). En tant que
composante connexe d’un ensemble invariant, il est invariant ou libre. D’apre`s
le Lemme 2.4 (compacts connexes libres), il existe un domaine de translation
∆ contenant D . Comme h est conjugue´ a` une translation sur ∆, les ensembles
lim+D et lim−D sont disjoints de ∆. Puisque ∆ est connexe, on en de´duit
qu’il est inclus dans U(D). D’autre part ∆ est invariant par h, ce qui prouve
que U(D) n’est pas libre, donc est invariant. On en de´duit imme´diatement
l’invariance des ensembles U+(D) et U−(D).
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Frontie`re La frontie`re de l’ensemble U(D) est incluse dans lim+D∪ lim−D :
ceci suit d’un re´sultat de topologie ge´ne´rale (Proposition A.1 de l’Appendice A).
Puisque l’ensemble U(D) est invariant, il contient tous les ite´re´s de D , ce qui
entraˆıne l’inclusion des deux ensembles lim+D et lim−D dans Adh(U(D)).
Par ailleurs, par de´finition, U(D) est disjoint de lim+D et lim−D ; donc la
frontie`re de U(D) contient ces deux ensembles. On en de´duit l’e´galite´ ∂U(D) =
lim+D ∪ lim−D .
Partition D’apre`s la Proposition A.1, la frontie`re de toute composante con-
nexe de R2 \ Adh(U(D)) est non vide et contenue dans ∂U(D) = lim+D ∪
lim−D . Par conse´quent, la de´finition des ensembles U+(D) et U−(D) im-
plique que leur union recouvre le comple´mentaire de Adh(U(D)). D’apre`s le
paragraphe sur la frontie`re, Adh(U(D)) = U(D) ∪ lim+D ∪ lim−D , et par
conse´quent les cinq ensembles conside´re´s recouvrent le plan. Il reste a` voir que
ces cinq ensembles sont disjoints deux a` deux. On a
• U(D) ∩ lim+D = ∅, par de´finition de U(D);
• U(D) ∩ U+(D) = ∅, par de´finition de U+(D);
• de meˆme, U(D) ∩ lim−D = ∅ et U(D) ∩ U−(D) = ∅;
• les ensembles U+(D) et U−(D) sont chacun disjoints des ensembles
lim+(D) et lim−(D), d’apre`s l’e´galite´ ∂U(D) = lim+D ∪ lim−D ;
• lim+D ∩ lim−D = ∅, d’apre`s l’Affirmation 5.2.
Il reste a` voir que U+(D) et U−(D) sont disjoints. Soit C une composante
connexe du comple´mentaire de Adh(U(D)); il s’agit de voir que la frontie`re de C
ne peut pas rencontrer a` la fois lim−D et lim+D . D’apre`s le The´ore`me A.4 de
l’appendice, ∂C est connexe; et d’apre`s la Proposition A.1, ∂C est inclus dans
∂Adh(U(D)), c’est-a`-dire dans lim−D ∪ lim+D . Comme les deux ensembles
lim−D et lim+D sont des ferme´s disjoints, ∂C est entie`rement inclus dans l’un
d’eux, ce que l’on voulait.
Preuve de la Proposition 5.5 On se donne un disque topologique ferme´ li-
bre D .
Cas simple Commenc¸ons par montrer que tout arc α, libre, joignant un
point de hn0(D) a` un point de lim+D , doit rencontrer tous les ite´re´s hn(D)
pour n ≥ n0 . Supposons le contraire. En utilisant le the´ore`me de Schoenflies,
on construit alors un disque topologique ferme´ D′ , libre, contenant α dans son
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inte´rieur, disjoint d’au moins un ite´re´ hn(D) pour n > n0 . Par de´finition de
l’ensemble lim+D , l’inte´rieur du disque D′ rencontre des ite´re´s hn
′
(D) pour
n′ > n; d’autre part, il rencontre aussi hn0(D). L’ensemble des entiers k tels
que hk(D) rencontre Int(D′) n’est pas un intervalle, ce qui contredit le lemme
de Franks (2.5). On a bien suˆr un e´nonce´ e´quivalent pour lim−D .
Type des points voisins Pour tout point x du plan, on note Beuclr (x) le
disque ouvert de centre x et de rayon r pour la distance euclidienne sur le plan.
On pose alors
φ(x) = sup{r : Beuclr (x) est libre}.
La fonction φ est strictement positive et continue sur le plan, et pour tout x,
le disque euclidien ouvert Beucl
φ(x)(x) est libre. On pose alors
V = {x ∈ U(D) : Beuclφ(x)(x) ∩ ∂U(D) 6= ∅}.
Cet ensemble est appele´ ensemble des points voisins de ∂U(D). Il s’agit d’un
ensemble ouvert, et V ∪ ∂U(D) est un voisinage de ∂U(D) dans Adh(U(D)).
Soit x un point de V . On conside`re un arc α joignant x a` un point de ∂U(D),
inclus dans Beucl
φ(x)(x) et d’inte´rieur inclus dans U(D) (la de´finition de V permet
de trouver un tel arc). On dira que x est de type D si α rencontre un ite´re´ de
D , de type ∂U(D) sinon (cf Figure 13). L’inte´reˆt de cette de´finition est qu’elle
ne de´pend pas du choix de α. En effet, soit α′ un autre arc comme ci-dessus,
et supposons que α rencontre un ite´re´ de D tandis que α′ n’en rencontre pas
(cf Figure 14). Alors α ∪ α′ est libre, et contient un arc β rencontrant ∂U(D)
et un unique ite´re´ de D . L’existence de β contredit le “cas simple” e´tudie´ au
de´but de cette de´monstration. Nous allons voir qu’en re´alite´, tous les points
voisins sont de type D .
x
∂U(D)
x
hn(D)
α
type ∂U(D) type D
Figure 13: Type des points voisins
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x αα
′
hn(D)
∂U(D)
Figure 14: Le type est bien de´fini
On voit facilement que le type des points de V est localement constant, donc
constant sur les composantes connexes de V . En particulier, si une composante
connexe de V rencontre un ite´re´ de D , alors tous les points de cette composante
connexe sont de type D .
Topologie plane Soit maintenant α un arc ve´rifiant les hypothe`ses de la
Proposition 5.5, c’est-a`-dire joignant un point de U(D) a` un point de ∂U(D).
Quitte a` raccourcir α, on peut supposer que l’inte´rieur de α est inclus dans
U(D); on appelle alors z l’extre´mite´ de α sur ∂U(D). On applique l’affirmation
suivante (dont la preuve est donne´e plus bas).
Affirmation 5.10 Pour tout point z de ∂U(D), il existe une composante
connexe V ′ de V telle que V ′ ∪ {z} est un voisinage de z dans U(D) ∪ {z}.
Puisque z appartient a` lim+D∪ lim−D , et que les ite´re´s de D sont dans U(D)
(Lemme 5.4), il existe un ite´re´ de D qui rencontre V ′ . Par conse´quent, les
points de V ′ sont tous de type D . D’autre part, quitte a` raccourcir α, on
peut supposer que l’extre´mite´ x de α dans U(D) est un point de V ′ , et que
α est inclus dans le disque Beucl
φ(x)(x). Le point x est de type D , donc l’arc α
rencontre un ite´re´ de D , ce que l’on voulait.
Preuve de l’Affirmation 5.10 Il s’agit seulement de conside´rations de top-
ologie plane. On pose W = V ∪ (R2 \ U(D)); c’est une partie ouverte du
plan, contenant ∂U(D), et dont la frontie`re est incluse dans U(D). Soit W ′ la
composante connexe de W contenant z ; c’est un ensemble ouvert et connexe.
Soit V ′ = W ′ ∩ U(D): c’est un ensemble inclus dans V , et V ′ ∪ {z} est un
voisinage de z dans U(D) ∪ {z}. Pour prouver l’affirmation, il suffit donc de
montrer que V ′ est connexe.
Ceci va de´couler du lemme d’Alexander (The´ore`me A.3 de l’appendice). On
appelle U1 la re´union de U(D) et de toutes les composantes connexes de W
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distinctes de W ′ . C’est un ensemble ouvert, et comme toute composante
connexe de W rencontre U(D) (Proposition A.1) qui est connexe, c’est un
ensemble connexe. L’ensemble U2 = W
′ est e´galement un ouvert connexe,
et U1 ∪ U2 = U(D) ∪ W = R
2 . Le lemme d’Alexander affirme alors que
l’intersection U1∩U2 est connexe, et cette intersection n’est autre que l’ensemble
V ′ .
Preuve du Lemme 5.8 Dans toute la preuve, D de´signe un disque topolog-
ique ferme´ libre dont l’inte´rieur contient z .
Par de´finition, lim+D contient lim+ z , donc l’ouvert connexe U(D) est disjoint
de lim+ z (et de meˆme il est disjoint de lim− z ), on en de´duit l’inclusion U(D) ⊂
U(z). Il s’ensuit que
lim+z ⊂ lim+D ⊂ Adh(U(D)) ⊂ Adh(U(z)).
Il est clair que les ensembles lim+ z et lim− z sont invariants par h. Puisque
l’ensemble U(D) est invariant et inclus dans l’ensemble U(z), celui-ci est aussi
invariant. On en de´duit l’invariance de U+(z) et U−(z).
D’apre`s la Proposition A.1 et la de´finition de U(z), on a ∂U(z) ⊂ lim+ z ∪
lim− z . D’autre part, l’inclusion lim+ z ⊂ Adh(U(z)) a e´te´ montre´e dans le
paragraphe pre´liminaire; on a bien suˆr l’inclusion analogue pour les limites
ne´gatives. L’e´galite´ ∂U(z) = lim+ z ∪ lim− z s’ensuit.
Si U est une composante connexe du comple´mentaire de Adh(U(z)), on montre
a` l’aide de la Proposition A.1 et du The´ore`me A.4 que la frontie`re de U est
incluse dans l’un des deux ensembles lim− z et lim+z (exactement comme
dans l’argument final de la preuve du Lemme 5.4). Ceci permet de voir que
∂U−(z) ⊂ lim− z et ∂U+(z) ⊂ lim+ z .
De manie`re tout a` fait analogue au cas des disques (Lemme 5.4), on montre que
les cinq ensembles recouvrent le plan, puis qu’ils sont deux a` deux disjoints.
Preuve du Lemme 5.9 Ici encore, D de´signe un disque topologique ferme´
libre dont l’inte´rieur contient z . Montrons la premie`re des trois e´galite´s. Soit
(Dk)k≥0 une suite de´croissante de disques topologiques ferme´s libres, dont les
inte´rieurs contiennent z , et dont l’intersection est re´duite a` {z}. Il est clair que
l’application D 7→ lim+D est croissante (par rapport a` l’inclusion). D’apre`s
la de´finition de U(D), l’application D 7→ U(D) est alors de´croissante. On en
de´duit que
lim+z =
⋂
k≥0
lim+Dk et que
⋃
{U(D)} =
⋃
k≥0
{U(Dk)}.
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Soit maintenant un point y dans U(z), c’est-a`-dire tel que lim+ z ∪ lim− z ne
se´pare pas y et z . Il existe alors un arc γ joignant y a` z dans le comple´mentaire
de lim+ z∪lim− z ; puisque l’intersection des compacts ∩k{(lim
+Dk∪lim
−Dk)∩
γ, k ≥ 0} est vide, c’est qu’il existe un disque Dk tel que (lim
+Dk∪ lim
−Dk)∩
γ est vide. On en de´duit que γ est entie`rement inclus dans U(Dk). Ceci
prouve l’inclusion U(z) ⊂ ∪{U(Dk), k ≥ 0}. L’inclusion re´ciproque vient de la
proprie´te´ U(D) ⊂ U(z) vue dans le paragraphe pre´liminaire de la preuve du
Lemme 5.8.
Montrons maintenant que U+(z) ⊂ ∩{U+(D)}. Pour cela, on conside`re une
composante connexe U de R2 \ Adh(U(z)) dont l’adhe´rence rencontre lim+ z .
Pour tout D , l’ensemble lim+D contient lim+ z , il rencontre donc l’adhe´rence
de U ; mais par ailleurs l’ensemble Adh(U(D)) est inclus dans Adh(U(z)) (voir
le paragraphe pre´liminaire de la preuve pre´ce´dente), il est donc disjoint de U .
Ceci prouve que U est inclus dans U+(D), ce que l’on cherchait. De la meˆme
manie`re, on obtient l’inclusion U−(z) ⊂ ∩{U−(D)}.
Montrons les inclusions re´ciproques. Soit y un point de ∩{U+(D)}. Ce point
n’est dans aucun des ensembles U(D), donc n’appartient pas a` U(z) (d’apre`s
la premie`re e´galite´). De meˆme, y n’appartient pas a` lim+(z) ni a` lim−(z).
De meˆme, puisque U−(z) ⊂ ∩{U−(D)}, y n’est pas dans U−(z). D’apre`s
le Lemme 5.8, y appartient a` U+(z). Ceci prouve que ∩{U+(D)} ⊂ U+(z).
L’inclusion pour les ensembles ne´gatifs est analogue.
6 Preuve du The´ore`me A: existence des compos-
antes de Reeb
Dans cette partie, nous utilisons les re´sultats de la section pre´ce´dente pour
de´montrer le The´ore`me A-bis. Malheureusement, l’auteur n’a pas re´ussi a` trou-
ver une preuve qui ne brise pas la syme´trie des roˆles de x et de y . Il s’en excuse
aupre`s du lecteur, et incite celui-ci a` chercher une preuve syme´trique! Pour
montrer que les couples (Fd−i(y, x), Fi(x, y)) sont des composantes de Reeb, la
vraie difficulte´ consistera a` montrer que le produit de ces deux ensembles est
singulier. En effet, la de´finition de l’ensemble singulier entraˆınera ensuite que
les deux ensembles sont disjoints; on en de´duira facilement que les proprie´te´s
de se´paration (2 et 3) de la de´finition des composantes de Reeb sont satisfaites.
Essayons de donner une ide´e de la preuve du The´ore`me A-bis. Pour cela,
imaginons un point mobile z qui s’e´loigne d’un point x immobile; le point z
sort successivement des h–boules de centre x et de rayon 1, 2, 3, etc.. Dans
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la premie`re e´tape, nous montrons qu’au moment ou` la distance de translation
de z a` x augmente d’une unite´ (autrement dit si z est sur la frontie`re d’une
h–boule de centre x), ou bien l’union des deux ensembles-limite de z contient
x, ou bien elle se´pare x de z (Affirmation 6.1).
Pour simplifier, oublions la premie`re des deux possibilite´s, et plaons-nous dans
le cas (ge´ne´rique) ou` l’ensemble lim− z ∪ lim+ z se´pare x de z . Notons Ox(z)
la composante connexe du comple´mentaire de lim− z ∪ lim+ z qui contient x
(Figure 15). La frontie`re de Ox(z) rencontre un et un seul des deux ensembles-
limite de z , et on dira selon les cas que z est de type positif ou ne´gatif par
rapport a` x. La deuxie`me e´tape de la preuve consiste a` montrer que ce que
l’on vient de faire est “localement constant”. De manie`re un peu plus pre´cise,
conside´rons un autre point mobile z′ qui s’e´loigne e´galement de x; on montre
que si z et z′ sortent tous deux d’une meˆme h–boule de centre x, et qu’ils sont
assez proches l’un de l’autre (dh(z, z
′) ≤ 1), alors leur type par rapport a` x est
le meˆme. Mieux: les ensembles Ox(z) et Ox(z
′) co¨ıncident (Affirmation 6.2).
lim− z lim+ z
x
z
z′
Bi(x)
Ox(z) = Ox(z
′)
Figure 15: Existence des composantes de Reeb: ide´e de la preuve
Pour la troisie`me e´tape, on se donne deux point x et y , et on conside`re l’un des
ensembles Fi(x, y) candidats a` former les bords des composantes de Reeb. Cet
ensemble est inclus dans la frontie`re d’une h–boule de centre x, on peut donc
appliquer le re´sultat de la premie`re e´tape; de plus, il est connexe, et l’invariance
locale obtenue a` la deuxie`me e´tape entraˆıne que tous les points z de Fi(x, y)
ont le meˆme type par rapport a` x, et de´finissent le meˆme ensemble Ox(z). On
conside`re alors l’ensemble F frontie`re de Ox(z), et on montre que le couple
(F,Fi(x, y)) forme une composante de Reeb (Affirmation 6.3).
Inde´pendamment de tout ce qui pre´ce`de, on ve´rifie dans la quatrie`me e´tape que
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toute composante de Reeb pour (x, y) “contient” l’un des couples (Fd−i(y, x),
Fi(x, y)) (Affirmation 6.4). On en de´duira d’abord que l’ensemble F de la
troisie`me e´tape contient Fd−i(y, x), et donc que les couples (Fd−i(y, x), Fi(x, y))
sont bien des composantes de Reeb (on retrouve ainsi la syme´trie perdue). On
en de´duira ensuite qu’il n’existe pas d’autre composante minimale.
6.1 E´nonce´s des e´tapes de la preuve
On donne ici les e´nonce´s pre´cis des diffe´rentes e´tapes. Les preuves sont fournies
plus bas. La premie`re affirmation est une conse´quence des re´sultats sur la
disposition des ite´re´s d’un disque, et surtout du lemme de non-accessibilite´.
Affirmation 6.1 Soient x et z deux points du plan. Si z est sur la frontie`re
d’une h–boule de centre x, alors x 6∈ U(z).8
Soient x ∈ R2 , i ≥ 1, z ∈ ∂Bi(x). D’apre`s l’affirmation pre´ce´dente et la parti-
tion du plan donne´e par le Lemme 5.8, une et une seule des quatre possibilite´s
suivantes est ve´rifie´e:
x ∈ U−(z), x ∈ lim−z, x ∈ lim+z, x ∈ U+(z)
Selon les cas, on dira que z est de type U− , lim− , lim+ ou U+ par rapport
a` x. Si z est de type U− ou U+ , on notera Ox(z) la composante connexe de
U−(z) ou de U+(z) qui contient x. Les liens entre la partition associe´e a` un
point et celle associe´e a` un disque libre le contenant vont nous permettre de
montrer la deuxie`me affirmation.
Affirmation 6.2 (Invariance locale du type) Soient x un point du plan,
i ≥ 1, et z et z′ deux points de ∂Bi(x). On suppose que dh(z, z
′) ≤ 1. Alors
• z et z′ sont du meˆme type par rapport a` x;
• si ce type commun est U+ ou U− , on a Ox(z) = Ox(z
′).
L’invariance locale du type et la connexite´ des ensembles Fi(x, y) vont entraˆiner
la troisie`me affirmation.
Affirmation 6.3 (Existence des composantes) Soient x et y deux points du
plan, et 1 ≤ i ≤ dh(x, y) − 1. Il existe alors une partie F du plan telle que le
couple (F,Fi(x, y)) est une composante de Reeb pour (x, y).
8On pourrait e´galement prouver la re´ciproque.
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La quatrie`me affirmation, elle, est inde´pendante des trois premie`res. Elle
re´sultera surtout des proprie´te´s de la distance de translation (ine´galite´ triangu-
laire et existence d’arcs ge´ode´siques).
Affirmation 6.4 (Unicite´ des composantes) Soient x et y deux points du
plan, et d = dh(x, y). Soit (F,G) une composante de Reeb pour (x, y). Alors
il existe un entier i, 1 ≤ i ≤ d− 1, tel que
Fd−i(y, x) ⊂ F ⊂ ∂Bd−i(y) et Fi(x, y) ⊂ G ⊂ ∂Bi(x).
Dans le cas non de´ge´ne´re´, l’entier i sera e´gal a` la distance de translation entre
le point x et l’ensemble F .
6.2 Premie`re e´tape: lien entre partition et distance de transla-
tion
Preuve de l’Affirmation 6.1 Puisque, d’apre`s le Lemme 5.9, U(z) est l’un-
ion des ensembles U(D) pour les disques topologiques ferme´s libres D dont
l’inte´rieur contient z , il suffit de prouver que si D est un tel disque, x 6∈ U(D).
On raisonne par l’absurde: on suppose que x ∈ U(D) pour un tel disque D , et
on va montrer que tous les points de D sont a` la meˆme h–distance de x, ce
qui contredira le fait que z ∈ ∂Bi(x).
Puisque D est libre, tout point de D est a` h–distance 1 de tout autre point de
D , donc aussi de tout point d’un ite´re´ de D (invariance par h de la distance
dh , Lemme 3.7). Le re´sultat est donc vrai si x appartient a` un ite´re´ de D . On
suppose maintenant que x n’appartient a` aucun ite´re´ de D . Soit y un point de
D ; on va montrer que pour tout point y′ de D , on a dh(x, y
′) ≤ dh(x, y). Par
syme´trie des roˆles de y et y′ , ceci conclura la preuve en montrant que tous les
points de D sont a` meˆme h–distance de x. Pour montrer cette ine´galite´, on
conside`re un arc ge´ode´sique γ de x a` y (Figure 16). Soit p le premier point
rencontre´, en parcourant γ depuis l’extre´mite´ x, sur le ferme´
Adh
(⋃
n∈Z
hn(D)
)
= lim−(D) ∪
⋃
n∈Z
hn(D) ∪ lim+(D).
Comme on a suppose´ que x appartient a` U(D), d’apre`s la proposition de non-
accessibilite´ (5.5), le point p appartient en fait a` un ite´re´ de D . Remarquons que
p est diffe´rent de x. Soit n0 tel que p ∈ h
n0(D). On se donne une de´composition
minimale de γ , et on note s le dernier sommet de cette de´composition situe´
strictement avant p lorsqu’on parcourt γ en partant du point x; on a donc:
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D
hn0(D)
y
xp
γ
α
s
Figure 16: Calculs de distance
• dh(x, s) ≤ dh(x, y)− 1;
• l’arc α = [sp]γ est libre.
D’autre part hn0(D) est libre, et α ne rencontre aucun autre ite´re´ de D (par
de´finition de p). On en de´duit que l’ensemble α∪hn0(D) est encore libre. Soit
y′ un point quelconque de hn0(D); il existe un arc β reliant s a` y′ et inclus
dans α ∪ hn0(D); en particulier, β est libre. D’apre`s l’Affirmation 3.4, on a
dh(s, y
′) = 1. Par invariance de la h–distance, ceci est encore vrai si y′ est un
point quelconque de D (Lemme 3.7). Un point y′ de D ve´rifie donc
dh(x, y
′) ≤ dh(x, s) + dh(s, y
′)
≤ dh(x, y)− 1 + 1
≤ dh(x, y).
Ce que l’on voulait.
6.3 Deuxie`me e´tape: invariance locale du x–type
Preuve de l’Affirmation 6.2 On se place sous les hypothe`ses de l’affirma-
tion. Puisque dh(z, z
′) ≤ 1, ou bien z et z′ sont dans la meˆme orbite de h, et
la conclusion de l’affirmation est clairement satisfaite; ou bien il existe un arc
libre joignant ces deux points, et (par e´paississement), il existe aussi un disque
topologique ferme´ libre D dont l’inte´rieur contient z et z′ . Nous nous plac¸ons
dans ce cas.
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Supposons d’abord que z est de type U+ par rapport a` x, autrement dit que
x appartient a` U+(z). On va appliquer le Lemme 5.9 concernant les liens
entre la partition associe´e au point z et celle associe´e au disque D . On a
Ox(z) ⊂ U
+(z) ⊂ U+(D); or l’ensemble U+(D) est disjoint des ensembles
U−(D), lim+D et lim−D , qui contiennent respectivement U−(z′), lim+ z′ et
lim− z′ , par conse´quent l’ensemble Ox(z) est disjoint de ces trois ensembles.
D’autre part, l’ensemble Ox(z) contient le point x qui n’appartient pas a` U(z
′)
(Affirmation 6.1), et ∂U(z′) = (lim+ z′)∪(lim− z′) (Lemme 5.8): puisque Ox(z)
est un ensemble connexe, qui contient un point hors de U(z′) et qui ne rencontre
pas ∂U(z′), il est disjoint de U(z′). On de´duit de tout ceci l’inclusion Ox(z) ⊂
U+(z′). Une premie`re conse´quence est que x ∈ U+(z′), donc z′ est bien du
meˆme type que z par rapport a` x. Ensuite, comme Ox(z
′) est la composante
connexe de U+(z′) contenant x, et que Ox(z) est connexe, on a Ox(z) ⊂ Ox(z
′).
Par syme´trie des roˆles de z et z′ , on a Ox(z
′) = Ox(z).
Le cas ou` z est de type U− se traite bien suˆr en appliquant le cas U+ a` h−1 .
D’autre part, en e´changeant les roˆles de z et z′ , on obtient
x ∈ U+(z)⇔ x ∈ U+(z′) et x ∈ U−(z)⇔ x ∈ U−(z′).
Conside´rons maintenant le cas ou` z est de type lim+ ; autrement dit, x appar-
tient a` lim+(z). D’apre`s ce qui pre´ce`de, z′ ne peut pas eˆtre de type U− ou U+ .
D’autre part, dans ce cas, x est dans lim+(D), donc n’est pas dans lim−(D),
qui contient lim−(z′): par conse´quent z′ n’est pas de type lim− , donc z′ est
de type lim+ . Le cas ou` z est de type lim− s’en de´duit.
6.4 Troisie`me e´tape: existence de composantes de Reeb
Preuve de l’Affirmation 6.3 Commenc¸ons par rappeler que, s’il n’est pas
e´gal a` {y}, l’ensemble Fi(x, y) se´pare x et y (Lemme 4.6).
L’ensemble Fi(x, y) est inclus dans ∂Bi(x), donc le type des point de Fi(x, y)
par rapport a` x est bien de´fini (Affirmation 6.1). Puisque Fi(x, y) est connexe
(Lemme 4.6), et que ce type est localement constant (Affirmation 6.2), tous les
points de Fi(x, y) sont du meˆme type par rapport a` x.
Conside´rons le cas ou` tous les points de Fi(x, y) sont de type lim
+ . Dans ce cas,
pour tout z dans Fi(x, y), le couple (z, x) est singulier. L’ensemble F = {x}
ve´rifie alors la conclusion de l’Affirmation 6.3.
On se place maintenant dans le cas ou` tous les points de Fi(x, y) sont de type
U+ . Par connexite´ et invariance locale, l’ensemble Ox = Ox(z) ne de´pend pas
du point z de Fi(x, y). On pose alors F = ∂Ox.
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D’apre`s la Proposition A.1, pour tout point z de Fi(x, y), F est inclus dans
∂U+(z), qui est inclus dans lim+ z (Lemme 5.8): autrement dit, Fi(x, y)×F ⊂
Sing(h) (Lemme 5.6). D’autre part, on a de´ja` vu que Fi(x, y) est connexe, et
F est e´galement connexe d’apre`s le The´ore`me A.4 (car F est la frontie`re de
Ox(z), qui est une composante connexe de R
2 \ Adh(U(z)), et U(z) est un
ouvert connexe). Il reste a` prouver les proprie´te´s de se´paration de la de´finition
des composantes de Reeb:
(1) Fi(x, y), s’il n’est pas e´gal a` {y}, se´pare F ∪ {x} et y
(2) F se´pare x et Fi(x, y) ∪ {y}
On remarque tout d’abord que les ensembles F et Fi(x, y) sont disjoints,
puisque Fi(x, y) × F ⊂ Sing(h).
Montrons alors le premier point. Pour chaque z de Fi(x, y), z appartient a`
U(z), qui est disjoint de Adh(U+(z)), qui contient Adh(Ox). Donc l’ensemble
Fi(x, y) est disjoint de Adh(Ox), or cet ensemble est connexe et contient x. Si
Fi(x, y) n’est pas e´gal a` {y}, il se´pare x et y , par conse´quent il se´pare aussi
Adh(Ox) et y , et l’ensemble F ∪ {x} est inclus dans Adh(Ox). Ceci prouve le
premier point.
Montrons le second point. Ce qui pre´ce`de montre que y 6∈ Adh(Ox), et comme
x ∈ Adh(Ox), l’ensemble F = ∂Ox se´pare x et y . Il reste a` voir que Fi(x, y)
est inclus dans la composante connexe du comple´mentaire de F qui contient
y , note´e Oy(F ). Or dans le cas contraire, l’ensemble Oy(F )∪F est disjoint de
Fi(x, y), par ailleurs il est connexe (Proposition A.1), mais ceci contredit le fait
que Fi(x, y) se´pare F et y (premier point).
Il de´coule de ces deux proprie´te´s que le couple (F,Fi(x, y)) est une composante
de Reeb pour (x, y). La proposition est donc prouve´e dans les cas lim+ et U+ .
Les cas lim− et U− s’en de´duisent.
6.5 Quatrie`me e´tape: composantes de Reeb minimales
Preuve de l’Affirmation 6.4 On de´finit (pour tout point z et toute partie
E du plan)
dh(z,E) = min{dh(z, z
′) : z′ ∈ E}.
Cas non de´ge´ne´re´ On se place d’abord dans le cas ou` la composante (F,G)
est non de´ge´ne´re´e: dans ce cas, F se´pare x de G ∪ {y}, et G se´pare y de
F ∪ {x}. L’entier i sera de´fini comme i = dh(x, F ). Nous allons prouver
successivement:
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(1) F ⊂ ∂Bdh(y,G)(y)
(2) Fdh(y,G)(y, x) ⊂ F
(3) dh(x, F ) = d− dh(y,G) (rappelons que d = dh(x, y))
Premier point Puisque la composante est non de´ge´ne´re´e, le point y n’app-
artient pas a` G, et on a dh(y,G) ≥ 1. Soit z un point de G tel que dh(y, z) =
dh(y,G). L’ensemble Bdh(y,G)(y) est ouvert, c’est donc un voisinage de z ;
il est invariant par h. Si z′ est un point quelconque de F , comme (F,G)
est une composante de Reeb, l’un des deux couples (z, z′) et (z′, z) est sin-
gulier. La de´finition de l’ensemble singulier entraˆıne alors que z′ appartient a`
Adh(Bdh(y,G)(y)).
Il reste a` voir que F ne rencontre pas Bdh(y,G)(y). Pour cela on conside`re
un arc ge´ode´sique γ joignant y a` un point z′ de F (cf Figure 17). Puisque
G se´pare F de y , l’arc γ rencontre G en un point z . Puisque dh(z, z
′) = 2
(Lemme 4.2), toute de´composition de γ a un sommet entre z et z′ , on en de´duit
que dh(y, z
′) − 1 ≥ dh(y, z) ≥ dh(y,G). Par conse´quent z
′ n’appartient pas a`
la h–boule Bdh(y,G)(y), ce que l’on voulait.
y
F G
x
z′ z
γ
Figure 17: F n’est pas trop pre`s de y
Deuxie`me point L’ensemble F se´pare x et y , il est inclus dans ∂Bdh(y,G)(y),
donc il contient Fdh(y,G)(y, x) d’apre`s la proprie´te´ de minimalite´ de cet ensemble
(Lemme 4.6).
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Troisie`me point On prouve d’abord l’ine´galite´ dh(x, F ) ≥ d−dh(y,G). Soit
z un point quelconque de F . Comme les h–boules sont ouvertes, tous les points
z′ assez proches de z ve´rifient dh(x, z
′) ≤ dh(x, z). Puisque F ⊂ ∂Bdh(y,G)(y),
il existe un tel point z′ ve´rifiant e´galement dh(z
′, y) ≤ dh(y,G). On a alors
dh(x, z) ≥ dh(x, z
′)
≥ dh(x, y)− dh(z
′, y)
≥ d− dh(y,G).
Prouvons l’ine´galite´ inverse. Soit γ = [x0x1] ∗ · · · ∗ [xd−1xd] une de´composition
minimale d’un arc ge´ode´sique de x = x0 a` y = xd . Comme F se´pare x et
y , l’arc γ rencontre F . Comme le sous-arc [xd−dh(y,G)xd]γ est inclus dans
Bdh(y,G)(y), ce sous-arc est disjoint de F (par le premier point), c’est donc que
[x0xd−dh(y,G)]γ rencontre F . Comme [x0xd−dh(y,G)]γ ⊂ Bd−dh(y,G)(x), on a bien
dh(x, F ) ≤ d− dh(y,G).
Fin de la preuve dans le cas non de´ge´ne´re´ On recopie maintenant la
preuve des premier et deuxie`me points en e´changeant les roˆles de x et de y
(et donc ceux de F et de G). On obtient ainsi que Fdh(x,F )(x, y) ⊂ G ⊂
∂Bdh(x,F )(x). Le troisie`me point montre alors que l’entier i = dh(x, F ) convient.
Ceci termine la preuve dans le cas non de´ge´ne´re´.
Cas de´ge´ne´re´ Il reste a` traiter les cas ou` la composante (F,G) est de´ge´ne´re´e.
Dans le cas ou` G contient y et F contient x, le couple (x, y) est singulier pour
h ou h−1 , et la preuve est tre`s simple: on utilise le Lemme 4.2, et on voit que
dh(x, y) = 2, F1(y, x) = {x} et F1(x, y) = {y} (par de´finition).
Traitons rapidement le cas ou` G contient y et F ne contient pas x en suivant
la meˆme de´marche que dans le cas non de´ge´ne´re´. Le produit {y} × F est
singulier pour h ou h−1 , donc F ⊂ ∂B1(y) (Lemme 4.2). Avec les meˆmes
arguments que dans la situation non de´ge´ne´re´e (deuxie`me et troisie`me points),
on en de´duit F1(y, x) ⊂ F , puis dh(x, F ) = d − 1. On prouve ensuite que
G ⊂ ∂Bd−1(x) comme pour le premier point du cas non de´ge´ne´re´. On en de´duit
que Fd−1(x, y) = {y} par de´finition. Tout ceci prouve que l’entier i = d − 1
convient. Le cas ou` F contient x et G ne contient pas y est syme´trique.
6.6 Dernie`re e´tape: preuve du The´ore`me A-bis
Preuve du The´ore`me A-bis Soient x et y deux points du plan, et d =
dh(x, y). Montrons tout d’abord que pour chaque entier j entre 1 et d −
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1, (Fd−j(y, x), Fj(x, y)) est une composante de Reeb pour (x, y). D’apre`s
l’Affirmation 6.3, il existe un ensemble F tel que (F,Fj(x, y)) est une com-
posante de Reeb pour (x, y). On applique alors l’Affirmation 6.4 a` cette com-
posante. L’entier i fourni par cette affirmation ve´rifie notamment Fi(x, y) ⊂
Fj(x, y); il co¨ıncide alors avec l’entier j , sans quoi ces deux ensembles seraient
respectivement inclus dans les “h–sphe`res” ∂Bi(x) et ∂Bj(x), mais celles-ci
sont sont disjointes si i 6= j . On a donc, d’apre`s l’Affirmation 6.4, Fd−j(y, x) ⊂
F , par conse´quent
Fd−j(y, x)× Fj(x, y) ⊂ F × Fj(x, y) ⊂ Sing(h) ou Sing(h
−1).
Il reste a` montrer les proprie´te´s de se´paration requises par la de´finition des
composantes de Reeb. Or le couple (F,Fj(x, y)) ve´rifie ces proprie´te´s (Af-
firmation 6.3), et comme Fd−j(y, x) ⊂ F , on voit facilement que le couple
(Fd−j(y, x), Fj(x, y)) les ve´rifient e´galement: notamment, Fj(x, y) se´pare y et
Fd−j(y, x)∪{x}, ce qui constitue la proprie´te´ 2 de la de´finition des composantes,
et on en de´duit la proprie´te´ 3 par syme´trie des roˆles de x et y .
On a montre´ que le couple (Fd−j(y, x), Fj(x, y)) est une composante de Reeb
pour (x, y). La minimalite´ de cette composante de Reeb est e´vidente au vu du
lemme topologique 4.6. L’Affirmation 6.4 montre maintenant qu’il n’y a pas
plus de d − 1 composantes de Reeb minimales pour (x, y), ce qui ache`ve la
de´monstration du the´ore`me.
7 Ge´ode´siques infinies et points Nord et Sud
Dans cette partie, nous montrons quelques proprie´te´s simples des suites ge´ode´s-
iques infinies. Rappelons que celles-ci apparaissent naturellement dans l’e´tude
de la dynamique locale (voir l’introduction). Dans la Section 7.1, on de´finit
les ge´ode´siques infinies et la relation d’e´quivalence “de´finir les meˆmes bouts”,
et on de´duit du The´ore`me A-bis que deux ge´ode´siques infinies de´finissant les
meˆmes bouts induisent la meˆme suite de composantes de Reeb et le meˆme mot
horizontal. Dans la Section 7.2, on associe a` toute classe d’e´quivalence [Γ] de
ge´ode´siques infinies une topologie sur le plan augmente´ de deux points N et
S , situe´s “a` l’infini de part et d’autre de Γ”9. En un certain sens, les points N
et S repre´sentent aussi les “deux faons d’aller a` l’infini” sous l’ite´ration de h
9Dans la situation de´crite en introduction ou` h est le releve´ canoniquement associe´
a` un point fixe x0 d’un home´omorphisme de surface, il faut penser a` N comme e´tant
un “releve´” du point fixe x0 : notamment, la projection sur la surface d’une suite qui
tend vers N tend vers x0 .
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(relativement a` [Γ]); ceci est pre´cise´ dans la Section 7.3. La Section 7.4 e´nonce
une proprie´te´ qui restreint fortement les dynamiques possibles dans un bord
de composante de Reeb: ou bien presque toute orbite va de N a` S , ou bien
presque toute orbite va de S a` N .
7.1 Les ge´ode´siques infinies et leurs bouts
Ge´ode´siques infinies
De´finition 7.1 Une suite ge´ode´sique infinie est un plongement isome´trique
de Z dans le plan muni de la distance dh , autrement dit une suite (xk)k∈Z de
points du plan, telle que pour tous entiers k, k′ , on a
dh(xk, xk′) = |k − k
′|.
Une droite ge´ode´sique est une droite topologique oriente´e Γ, munie d’une de´-
composition
Γ = · · · ∗ γ−1 ∗ γ0 ∗ γ1 ∗ · · ·
ou` les sous-arcs γi sont libres, et dont les sommets forment une suite ge´ode´sique
infinie (xk). Les indices sont choisis dans le sens croissant de l’orientation de
Γ.
De´finition 7.2 Le mot horizontal associe´ a` la suite ge´ode´sique infinie (xk)k∈Z
est la suite (M↔(xk−1, xk+1))k∈Z .
De´finition 7.3 La suite de composantes de Reeb associe´e a` la suite ge´ode´sique
infinie (xk)k∈Z est la suite (Fk, Gk)k∈Z , ou` (Fk, Gk) est l’unique composante de
Reeb minimale pour le couple (xk−1, xk+1); autrement dit, avec les notations
du The´ore`me A-bis, (Fk, Gk) = (F1(xk+1, xk−1), F1(xk−1, xk+1)).
On associe e´galement a` toute droite ge´ode´sique un mot horizontal et une suite
de composantes, via la suite de ses sommets (la Proposition 7.7 ci-dessous va
entraˆıner que ceci ne de´pend pas de la de´composition choisie).
Remarque 7.4 Une composante de Reeb associe´e a` une suite ge´ode´sique in-
finie n’est jamais de´ge´ne´re´e. En effet, supposons (pour fixer les ide´es) que la
composante (F0, G0) est de´ge´ne´re´e, avec x1 ∈ G0 . La de´finition des com-
posantes de Reeb montre qu’alors x1 ∈ ∂B1(x−1). Mais d’autre part x1 ∈
B1(x2), et les boules sont des ouverts du plan, par conse´quent les boules
B1(x−1) et B1(x2) se rencontrent, et l’ine´galite´ triangulaire donne dh(x−1, x2)≤
2, ce qui contredit le caracte`re ge´ode´sique.
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Bouts
De´finition 7.5 On dira que les suites ge´ode´siques (xk)k∈Z et (x
′
k)k∈Z de´-
finissent les meˆmes bouts s’il existe un entier p tel que pour tout entier k ,
dh(xk, x
′
k) ≤ p.
10
Cette relation est clairement une relation d’e´quivalence. Elle induit une relation
d’e´quivalence sur les droites ge´ode´siques, via les suites ge´ode´siques de sommets.
On notera [(xk)k∈Z] et [Γ] les classes d’e´quivalences.
Remarque 7.6 Pour toute suite ge´ode´sique (xk)k∈Z , il existe une droite ge´o-
de´sique Γ′ dont les sommets forment une suite ge´ode´sique de´finissant les meˆmes
bouts que (xk)k∈Z .
Montrons rapidement cette remarque. Il est clair qu’il existe une courbe Γ,
qui passe successivement par tous les sommets de la suite ge´ode´sique donne´e,
telle que chaque sous-courbe [xkxk+1]Γ est un arc libre. En effac¸ant les boucles
de Γ, on obtient une courbe Γ′ sans point double (comme dans la preuve
du Corollaire 3.5, cf Figure 6); cette courbe Γ′ est naturellement de´compose´e
en sous-arcs [x′kx
′
k+1]Γ′ ⊂ [xkxk+1]Γ . En utilisant cette dernie`re inclusion et
le caracte`re ge´ode´sique de la suite (xk)k∈Z , on ve´rifie que la nouvelle suite
(x′k)k∈Z est encore une suite ge´ode´sique. Il reste a` voir que Γ
′ est bien d’une
droite topologique. Toute partie compacte du plan est incluse dans une boule
Bk(x
′
0); comme la suite des sommets de Γ
′ est ge´ode´sique, seule une partie
borne´e de Γ′ peut rester dans cette boule, ce qui montre que Γ′ est proprement
plonge´e dans le plan.
Le re´sultat principal concernant les bouts est le suivant.
Proposition 7.7 Deux suites ge´ode´siques infinies de´finissant les meˆmes bouts
ont les meˆmes mots horizontaux et les meˆmes suites de composantes de Reeb
associe´es (a` de´calage d’indice pre`s).
Cet e´nonce´ est avant tout une conse´quence de “l’unicite´” dans le The´ore`me A-bis.
La fin de cette section est consacre´e a` la preuve de la Proposition 7.7, qui sera
10Cette de´finition peut paraˆıtre un peu restrictive; en re´alite´, c’est simplement qu’elle
est adapte´e a` notre espace me´trique (R2, dh), qui se trouve avoir une ge´ome´trie proche
de celle d’un arbre. Par exemple, on pourrait montrer que si ∃p tel que ∀k , ∃k′ tel que
dh(xk, x
′
k′) ≤ p , alors la suite ge´ode´sique infinie (x
′
k) de´finit les meˆmes bouts que l’une
des deux suites (xk) et (x−k). a` l’oppose´, on pourrait e´galement montrer que les deux
suites de´finissent les meˆmes bouts si et seulement si ∃k0 tel que ∀k , dh(xk, x′k+k0 ) ≤ 2.
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organise´e comme suit. On remarque d’abord qu’une composante de Reeb pour
un couple de points donne´ est encore une composante de Reeb pour beaucoup
d’autres couples de points (Affirmation 7.8). Pour une suite ge´ode´sique (finie ou
infinie), cette proprie´te´ se traduit par une compatibilite´ entre les composantes
de Reeb associe´es aux diffe´rents couples de sommets (Lemme 7.9). Ceci per-
met de clarifier la topologie des composantes de Reeb associe´es aux suites
ge´ode´siques infinies et de leurs composantes comple´mentaires (Lemme 7.11).
Nous en de´duirons la proposition.
Si A est une partie du plan et x un point hors de A, nous noterons syste´mati-
quement Ox(A) la composante connexe du comple´mentaire de A qui contient
x. La preuve de l’affirmation suivante est laisse´e au lecteur.
Affirmation 7.8 Soient x et y deux points du plan, et (F,G) une composante
de Reeb pour (x, y), qui est non de´ge´ne´re´e: F ne contient pas x et G ne
contient pas y . Si x′ est un point de Ox(F ), et si y
′ est un point de Oy(G),
alors (F,G) est encore une composante de Reeb pour (x′, y′). De plus, si (F,G)
est minimale pour (x, y), elle est aussi minimale pour (x′, y′).
Nous reprenons les notations de la Section 4.3 concernant les composantes de
Reeb minimales.
Lemme 7.9 (Compatibilite´ des composantes) Conside´rons une suite ge´ode´-
sique (finie) (x = x0, . . . , y = xd), et i un entier entre 1 et d− 1. Alors
Fd−i(y, x) = F1(xi+1, xi−1) et Fi(x, y) = F1(xi−1, xi+1).
On en de´duit notamment que pour tous 0 ≤ i < j ≤ d, les composantes de
Reeb minimales pour (xi, xj) sont des composantes de Reeb minimales pour
(x0, xd).
Preuve du Lemme 7.9 Supposons tout d’abord que 1 < i < d − 1. Dans
ce cas, d’apre`s les de´finitions, la composante (Fd−i(y, x), Fi(x, y)) pour (x, y)
n’est pas de´ge´ne´re´e. L’ensemble Fi(x, y) est inclus dans la frontie`re de la h–
boule Bi(x) (Lemme 4.6). L’ine´galite´ triangulaire permet de voir que Fi(x, y)
ne rencontre pas la h–boule Bd−i−1(y). Or cette h–boule est connexe, elle con-
tient le point xi+1 , on en de´duit que xi+1 est dans Oy(Fi(x, y)). De manie`re
syme´trique, on montre que xi−1 est dans Ox(Fd−i(y, x)). L’Affirmation 7.8
nous dit maintenant que (Fd−i(y, x), Fi(x, y)) est une composante de Reeb min-
imale pour le couple (xi−1, xi+1). Or d’apre`s le The´ore`me A, ce couple admet
une unique composante de Reeb minimale, d’ou` les deux e´galite´s.
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Si i = 1 ou d− 1, il faut e´tudier a` part les cas ou` la composante est de´ge´ne´re´e,
ce qui ne pose pas de proble`me. Les de´tails sont laisse´s au lecteur.
Soit (xk)k∈Z une suite ge´ode´sique infinie, (Fk, Gk) la suite de composantes
associe´es. Comme dans la preuve du lemme ci-dessus, l’ine´galite´ triangulaire
permet de voir que tous les sommets xk avec k ≤ −1 appartiennent a` la meˆme
composante connexe de R2 \ F0 ; on la notera O−(F0) (cf Figure 18). On voit
e´galement (par exemple a` l’aide du lemme) que tous les sommets xk avec k ≥ 0
appartiennent eux aussi a` une meˆme composante connexe de R2 \ F0 , que l’on
notera O+(F0). On de´finit de meˆme des ensembles O−(Fk) et O+(Fk) pour
tout entier k , et aussi des ensembles O−(Gk) et O+(Gk) (cf Figure 18).
11
De´finition 7.10 Les ouverts O−(Fk), O+(Fk), O−(Gk) et O+(Gk) sont ap-
pele´s respectivement ensembles comple´mentaires ne´gatif et positif de Fk et de
Gk .
F0F−1 F1
G0 G1
x0 x1 x2x−1x−2
O+(F0)
O−(G0) O+(G0)
G−1
O−(F0)
Figure 18: Composantes de Reeb associe´es a` une droite ge´ode´sique infinie
Le lemme suivant de´crit la disposition topologique des diffe´rents ensembles.
11Pour comple´ter la description, on pourrait e´galement de´finir l’ouvert Ok =
O+(Fk) ∩ O−(Gk). A` l’aide du lemme d’Alexander (The´ore`me A.3), on peut voir
que Ok est connexe, et qu’il s’agit de l’unique composante connexe de R
2 \ (Fk ∪Gk)
dont l’adhe´rence rencontre a` la fois Fk et Gk .
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Lemme 7.11 Soit (xk)k∈Z une suite ge´ode´sique infinie.
(1) Les deux ensembles comple´mentaires positif et ne´gatif de Fk sont dis-
joints;
(2) on a k < l⇔ O−(Fk) 6⊆ O−(Fl);
(3) les bords des composantes associe´es a` (xk) et leurs ensembles comple´-
mentaires sont tous invariants par h;
(4) les ensembles comple´mentaires de Fk ne de´pendent que de la classe d’e´qu-
ivalence [(xk)].
Bien suˆr, on a des re´sultats syme´triques sur les ensembles comple´mentaires de
Gk .
Preuve du Lemme 7.11 Sans perte de ge´ne´ralite´, on suppose que k = 0.
Premier point La composante de Reeb (F0, G0) = (F1(x1, x−1), F1(x−1, x1))
du couple (x−1, x1) est non de´ge´ne´re´e (Remarque 7.4). Par suite F0 se´pare x1
et x−1 , ce qui prouve le premier point, e´tant donne´e la de´finition des ensembles
comple´mentaires de F0 .
Deuxie`me point Soit 0 < l . D’apre`s le premier point, l’ensemble Fl se´pare
xl−1 et xl ; Or l’ensemble O+(F0) est connexe et contient ces deux points,
c’est donc que Fl rencontre O+(F0). D’autre part, d’apre`s le Lemme 7.9, F0
et Fl sont respectivement inclus dans les frontie`res des h–boules Bl+1(xl+1)
et B1(xl+1); les h–boules e´tant ouvertes, les frontie`res des boules de meˆme
centre et de rayon distincts sont disjointes, et par conse´quent F0 et Fl sont
disjoints. On en de´duit que Fl est entie`rement inclus dans O+(F0). D’apre`s
le premier point, Fl est disjoint de O−(F0). Ce dernier ensemble est connexe,
disjoint de Fl , et il contient x−1 , il est donc inclus dans O−(Fl). Mieux:
comme O−(F0) ∪ F0 est connexe (Proposition A.1), F0 est aussi inclus dans
O−(Fl). Ceci montre que l’inclusion O−(F0) ⊂ O−(Fl) est stricte, et entraˆıne
l’e´quivalence voulue.
Troisie`me point Le Lemme 7.9 montre que F0 = F1(x1, x−2), on en de´duit
l’invariance de F0 par le Lemme 4.7. Les ensembles comple´mentaires sont donc
invariants ou libres. Mais d’apre`s l’ine´galite´ triangulaire, O−(F0) contient par
exemple la h–boule B1(x−2), qui est invariante. On en de´duit que O−(F0) est
invariante; on montre de meˆme que O+(F0) l’est aussi.
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Le dernier point sera prouve´ en meˆme temps que la Proposition 7.7 (sans raison-
nement circulaire. . . ).
Preuve de la Proposition 7.7, et du dernier point du Lemme 7.11
Soient (xk) et (x
′
k) deux suites ge´ode´siques infinies de´finissant les meˆmes bouts,
et p un entier tel que pour tout k , dh(xk, x
′
k) ≤ p. Nous commenc¸ons par
prouver que toute composante de Reeb associe´e a` la suite (xk) est aussi une
composante de Reeb associe´e a` la suite (x′k). Il suffit bien suˆr de prouver ceci
pour la composante (F0, G0) = (F1(x1, x−1), F1(x−1, x1)).
Rappelons que (d’apre`s la de´finition), l’ensemble F0 est inclus dans la h–boule
B2(x1). D’apre`s l’ine´galite´ triangulaire, l’ouvert O−(F0) contient donc la h–
boule Bp(x−k) pour tout k ≥ p+100 (cf Figure 19); en particulier, il contient le
point x′−k . De meˆme, l’ouvert O+(G0) contient x
′
k . D’apre`s l’Affirmation 7.8,
ceci force (F0, G0) a` eˆtre une composante de Reeb minimale pour le couple
(x′−k, x
′
k). On applique maintenant le Lemme 7.9 sur la compatibilite´ des com-
posantes pour voir que (F0, G0) est une composante de Reeb associe´e a` la suite
(x′k).
x−k
x−k
′
xk
′
F0 G0
Bp(x−k)
O−(F0)
O+(G0)
Figure 19: Toute composante de Reeb pour (xk) est une composante de Reeb pour
(xk
′)
Par syme´trie, on obtient que l’ensemble des composantes de Reeb associe´es a` la
suite (xk) co¨ıncide avec l’ensemble des composantes associe´es a` (x
′
k). Notons
(Fk, Gk) et (F
′
k, G
′
k) les deux suites de composantes associe´es. Pour tout entier
k , on de´finit alors φ(k) comme l’unique entier tel que (Fk, Gk) = (F
′
φ(k), G
′
φ(k));
il reste a` voir que l’application φ est un de´calage (ie φ(k) = k + k0 pour un
certain k0 ). On a de´ja` vu que φ est surjective. Il suffit alors de montrer
qu’elle est (strictement) croissante. On a de´ja` vu que O−(F0) contient le point
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x′−p−100 , on en de´duit que O−(F0) = O−(F
′
φ(0)); et plus ge´ne´ralement que tous
les ensembles comple´mentaires associe´s a` (xk) et (x
′
k) co¨ıncident. Ceci prouve
le dernier point du Lemme 7.11. D’autre part, le Lemme 7.11 caracte´rise le fait
que k < l par la proprie´te´ topologique O−(Fk) ⊂ O−(Fl); en appliquant ceci
successivement aux deux suites ge´ode´siques, on obtient
k < l ⇔ O−(Fk) 6⊆ O−(Fl)
⇔ O−(F
′
φ(k)) 6⊆ O−(F
′
φ(l))
⇔ φ(k) < φ(l).
Ceci montre que φ est strictement croissante, et termine la preuve en ce qui
concerne les composantes de Reeb ge´ne´ralise´es. Puisque les mots horizontaux
de´pendent uniquement des composantes de Reeb (The´ore`me B-ter, Section 4.5),
on en de´duit que les suites ge´ode´siques ont aussi le meˆme mot horizontal.
7.2 Les points N et S
On se donne une droite ge´ode´sique Γ. On appelle ON (Γ) et OS(Γ) les deux
composantes connexes de R2 \ Γ, avec la convention que ON (Γ) est situe´e a`
gauche de Γ quand on parcourt Γ dans le sens positif (cf Figure 20).
Soit F une partie ferme´e du plan telle que F ∩ Γ est compacte; on peut alors
compactifier F en un espace F̂ = F ∪{N,S} de la manie`re suivante: on ajoute
un point N par la compactification d’Alexandroff de F ∩ Adh(ON (Γ)), et un
point S par la compactification d’Alexandroff de F ∩Adh(OS(Γ)).
12
De´finition 7.12 L’espace topologique F̂ = F ∪ {N,S} est appele´ compactifi-
cation Nord-Sud de F (associe´e a` Γ).
Pre´cisons imme´diatement qu’en ge´ne´ral cette topologie de´pend de Γ (et pas
seulement de [Γ]), voir la remarque a` la fin de cette partie.
Compactification des boules
Soit F une partie du plan. Supposons que l’intersection F ∩Γ soit non vide et
d’adhe´rence compacte.
12Autrement dit, par exemple, une base de voisinages de N est forme´e des ensembles
(ON (Γ) \K) ∩ F ou` K de´crit l’ensemble des compacts du plan.
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Γ
ON (Γ)
S
N
OS(Γ)
F
Figure 20: Compactification Nord-Sud
De´finition 7.13 On dira alors que F se´pare les deux bouts de Γ si F se´pare
les deux composantes connexes non borne´es de Γ \ F .13
Par exemple, le premier point du Lemme 7.11 montre que chaque bord de
composante de Reeb associe´e a` Γ se´pare les deux bouts de Γ. Soit y un point
du plan. Pour tout entier positif d, l’intersection de la boule Bd(y) avec la
ge´ode´sique Γ est incluse dans une partie compacte de Γ. Soit (xk) la suite
des sommets de la de´composition de Γ; alors l’ensemble Adh(B1(x1)) se´pare
les deux bouts de Γ, puisqu’il contient le bord F0 d’une composante de Reeb
associe´e. Si on choisit d assez grand pour que Bd(y) contienne la boule B1(x0),
alors l’adhe´rence de la boule Bd(y) se´pare les deux bouts de Γ.
Affirmation 7.14 Soit Bd(y) une boule du plan se´parant les deux bouts de Γ.
Alors la topologie obtenue sur l’ensemble Âdh(Bd(y)) = Adh(Bd(y)) ∪ {N,S}
par la compactification Nord-Sud associe´e a` Γ ne de´pend que de [Γ].
Preuve de l’Affirmation 7.14 Notons O− et O+ les composantes connexes
du comple´mentaire de Adh(Bd(y)) qui contiennent les parties non borne´es re-
spectivement ne´gative et positive de Γ. On de´finit de meˆme les ensembles O′− et
O′+ comme les composantes connexes du comple´mentaire de Adh(Bd+1(y)) qui
contiennent les parties non borne´es de Γ. On montre facilement que les quatre
ensembles O− , O+ , O
′
− et O
′
+ ne de´pendent que du choix de [Γ] (comme pour
le dernier point du Lemme 7.11). En particulier, puisque Bd(y) se´pare les deux
bouts de Γ, les ensembles O− et O+ sont disjoints, on en de´duit que Bd(y)
13La` encore, cette notion de´pend du choix de Γ, mais elle ne de´pend que de [Γ] pour
les ensembles borne´s pour la distance de translation.
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se´pare les deux bouts de toute droite ge´ode´sique Γ′ de´finissant les meˆmes bouts
que Γ. Notons que O′− et O
′
+ sont inclus respectivement dans O− et O+ .
Le lemme suivant est tre`s classique, on peut le prouver a` l’aide de triangulations;
les de´tails sont laisse´s au lecteur.
Lemme 7.15 (Re´gularisation) Soit F une partie ferme´e et connexe de R2 , et
O une partie ouverte contenant F . Alors il existe une partie ferme´e et connexe
F0 , qui est une sous-varie´te´ a` bord du plan, contenant F et contenue dans O .
On applique le Lemme 7.15 avec F = Adh(Bd(y)) et O = Bd+1(y) (cf Figure 21),
pour obtenir une sous-varie´te´ a` bords F0 . Il est clair que F0 est disjointe de O
′
−
et O′+ . De plus, la composante connexe O
−
0 de R
2 \ F0 qui contient O
′
− n’est
pas borne´e. Par conse´quent, le bord de O−0 est une droite topologique, on la
note ∆− . On de´finit syme´triquement ∆+ . Les deux droites topologiques ∆−
et ∆+ sont disjointes, le the´ore`me de Schoenflies permet de trouver un home´o-
morphisme Φ du plan, pre´servant l’orientation, tel que ∆− = Φ({0} × R) et
∆+ = Φ({1} × R) (cf Figure 21). Appelons B la bande Φ([0, 1] × R). Par
connexite´, le ferme´ F = Adh(Bd(y)) est inclus dans la bande B . On a donc
montre´:
Affirmation 7.16 Il existe une partie B du plan, telle que
• B contient Adh(Bd(y)), et est disjointe de O
′
− et O
′
+ ;
• il existe un home´omorphisme Φ qui envoie [0, 1] × R sur B ;
• le bord ∆− = Φ({0} ×R) est inclus dans O− ;
• le bord ∆+ = Φ({1} ×R) est inclus dans O+ .
On conside`re la compactification en bouts B̂ = B ∪ {N,S}, ou` N et S sont
choisis comme sur la Figure 21.14 Graˆce a` la premie`re proprie´te´ de l’affirmation,
l’intersection B ∩ Γ est compacte et non vide, et B se´pare les deux bouts de
Γ. On en de´duit facilement que la topologie de la compactification Nord-Sud
associe´e a` Γ sur l’ensemble Âdh(Bd(y)) = Adh(Bd(y)) ∪ {N,S} co¨ıncide avec
la topologie induite par la topologie de B̂ . Mais comme les ensembles O− , O+ ,
O′− et O
′
+ ne de´pendent que du choix de [Γ], tout ceci est encore vraie pour
une ge´ode´sique infinie Γ′ de´finissant les meˆmes bouts que Γ. En particulier, la
topologie de la compactification Nord-Sud sur Âdh(Bd(y)) ne de´pend que de
[Γ].
14On compactifie R de manie`re usuelle en R̂ = {−∞} ∪ R ∪ {+∞} ; on peut alors
construire B̂ comme le quotient de l’espace [0, 1]× R̂ par la relation d’e´quivalence qui
identifie les points de [0, 1]× {+∞} entre eux (ce qui donne le point N ), et les points
de [0, 1]× {−∞} entre eux (ce qui donne le point S ).
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N
S
∆− ∆+
O′
−
O′+
Γ
Bd+1(y)
Bd(y)
Figure 21: La compactification ne de´pend que de [Γ]
Topologie sur R2 ∪ {N,S}
Remarquons que si Bd′(y
′) est une boule qui contient Bd(y), alors la topologie
de la compactification Nord-Sud sur Âdh(Bd′(y
′)) induit celle sur Âdh(Bd(y)).
On peut maintenant de´finir une topologie sur R̂2 = R2 ∪ {N,S}, en de´cidant
qu’une partie Ô de R̂2 est ouverte si et seulement si, pour toute boule Bd(y)
se´parant les deux bouts de Γ, l’ensemble Ô∩Âdh(Bd(y)) est une partie ouverte
de Âdh(Bd(y)). Cette topologie sera appele´e topologie associe´e a` Γ. Il est clair
que, la` encore, cette topologie ne de´pend que du choix de [Γ].
La droite topologique oriente´e h(Γ) est une droite ge´ode´sique, et elle de´finit les
meˆmes bouts que Γ (puisque la distance de translation entre un point et son
image par h vaut 1). On en de´duit que l’home´omorphisme h s’e´tend en un
home´omorphisme de R̂2 qui fixe N et S . On notera encore h cette extension.
Remarque 7.17 Soit F une partie ferme´e du plan telle que F ∩ Γ est com-
pacte; la compactification Nord-Sud F̂ associe´e a` Γ co¨ıncide-t-elle avec la
topologie induite par la topologie de R̂2 associe´e a` Γ? En ge´ne´ral, la re´ponse
est ne´gative; cependant, les deux topologies co¨ıncident effectivement dans le
cas des h–boules, donc aussi si F est borne´ pour la distance dh ; en fait, cette
topologie n’aura d’inte´reˆt que pour de tels ensembles. Le cas des bords de
composantes de Reeb associe´es a` Γ nous inte´ressera tout particulie`rement.
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7.3 Partition dynamique du plan
Comme avant, on se donne une droite ge´ode´sique Γ, et on note ON (Γ) et OS(Γ)
les deux composantes connexes du comple´mentaire.
Corollaire 7.18 Pour tout point x du plan, de deux choses l’une:
(1) ou bien il existe un entier n0 tel que pour tout n ≥ n0 , h
n(x) ∈ ON (Γ);
(2) ou bien il existe un entier n0 tel que pour tout n ≥ n0 , h
n(x) ∈ OS(Γ).
De plus, cette alternative ne de´pend que de [Γ]: si [Γ′] = [Γ], alors on a
l’e´quivalence
∃n0,∀n ≥ n0, h
n(x) ∈ ON (Γ)⇐⇒ ∃n
′
0,∀n ≥ n
′
0, h
n(x) ∈ ON (Γ
′).
Preuve Soit y un point du plan, et d un entier positif tel que la h–boule
Bd(y) se´pare les deux bouts de Γ. L’espace Âdh(Bd(y)) est compact, et tous
les points de Adh(Bd(y)) sont errants pour h. On en de´duit facilement que
l’orbite positive de tout point de Adh(Bd(y)) doit tendre vers N ou S (voir par
exemple [26], preuve du corollaire 9.8). Puisque ceci est vrai pour toute h–boule
se´parant les deux bouts de Γ, l’orbite positive de tout point x du plan tend
vers N ou S dans R̂2 . Puisque les ensembles ON (Γ)∪{N} et OS(Γ)∪{S} sont
respectivement des voisinages de N et S , on a bien la dichotomie annonce´e.
Comme la topologie sur R̂2 ne de´pend que de [Γ], l’alternative ne de´pend elle
aussi que de [Γ].
On dira que le point x va vers le Nord dans le premier cas, va vers le Sud dans
le second (et on utilisera de meˆme les expressions venir du Nord et venir du
Sud). On de´finit les ensembles
WN→(R
2) =
{
x ∈ R2 : lim
n→−∞
hn(x) = N
}
W→N(R
2) =
{
x ∈ R2 : lim
n→+∞
hn(x) = N
}
et, de manie`re similaire, les ensembles WS→(R
2) et W→S(R
2); puis on pose
WN→N (R
2) =WN→(R
2) ∩W→N (R
2); WS→S(R
2) =WS→(R
2) ∩W→S(R
2)
WN→S(R
2) =WN→(R
2) ∩W→S(R
2); WS→N(R
2) =WS→(R
2) ∩W→N (R
2).
On notera e´galement WN→(F ) l’ensemble WN→(R
2) ∩ F , etc..
On a ainsi associe´ a` toute classe d’e´quivalence de droites ge´ode´siques une par-
tition dynamique du plan,
R
2 =WS→S ⊔WS→N ⊔WN→S ⊔WN→N .
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Remarque 7.19 Si l’on part non plus d’une droite ge´ode´sique mais simple-
ment d’une suite ge´ode´sique infinie (xk), on peut re´cupe´rer les constructions des
Sections 7.2 et 7.3. En effet, on commence par se donner une droite ge´ode´sique
Γ dont la suite des sommets de´finit les meˆmes bouts que (xk) (Remarque 7.6);
on construit les topologies associe´es a` Γ, et on remarque que ces topologies ne
de´pendent pas du choix de Γ (d’apre`s l’Affirmation 7.14). Nous parlerons donc
dans ce qui suit de la compactification Nord-Sud associe´e a` une suite ge´ode´sique
infinie (xk).
7.4 Sens de circulation dans les bords de composantes de Reeb
La preuve de la proposition suivante occupera la Section 9. L’ide´e intuitive est
que les bords de composantes de Reeb minimales sont trop e´troits pour que
la circulation puisse se faire dans les deux sens. Notons que l’e´nonce´ est faux
pour les composantes de Reeb non minimales, comme le montre l’exemple de
la Figure 31 de l’Appendice B.
Proposition 7.20 Soit (xk)k∈Z une suite ge´ode´sique infinie, et soit F un
bord de composante de Reeb associe´e a` (xk). Soit F̂ la compactification Nord-
Sud de F associe´e a` (xk). Alors:
• l’un des deux ensembles WS→N (F ) et WN→S(F ) est vide;
• l’autre est un ouvert dense de F , et il est connexe;
• les ensembles WN→N(F ) et WS→S(F ) sont ferme´s.
On dira que F est de type dynamique Sud-Nord si WS→N (F ) 6= ∅, et que F est
de type dynamique Nord-Sud si WN→S(F ) 6= ∅. D’apre`s la Proposition 7.20, F
est d’un et d’un seul des deux types, et F est de type Sud-Nord si et seulement
si il existe un ouvert (non vide) de points de F dans W→N(F ).
8 Fle`ches verticales
Le re´sultat principal de cette section est que deux bords de composantes de Reeb
“adjacents” ont le meˆme type dynamique (de´fini pre´cise´ment a` la Section 7):
le “sens de circulation”, du Nord vers le Sud ou bien du Sud vers le Nord, est
le meˆme. Ceci permet d’associer un mot infini a` toute suite ge´ode´sique infinie,
en inse´rant, dans le mot horizontal, une fle`che ↑ aux endroits correspondant a`
des bords de type Sud-Nord et une fle`che ↓ pour les bords de type Nord-Sud.
Nous utilisons ici tous les re´sultats de la section pre´ce´dente.
Geometry & Topology, Volume 9 (2005)
Structure des home´omorphismes de Brouwer 1749
8.1 E´nonce´ pre´cis du The´ore`me D
The´ore`me D-bis Soit (xk)k∈Z une suite ge´ode´sique infinie et ((Fk, Gk))k∈Z
la suite des composantes de Reeb associe´e. Alors pour tout entier k , Gk et
Fk+1 ont le meˆme type dynamique.
Supposons de plus que (xk) est la suite des sommets d’une droite ge´ode´sique
Γ. Alors,
• si l’unique lettre du mot M↔(xk−1, xk+1) est →, alors Gk et Fk+1 sont
de type dynamique Sud-Nord si et seulement si le point xk va vers le
Nord;
• si cette lettre est ←, alors Gk et Fk+1 sont de type dynamique Sud-Nord
si et seulement si le point xk vient du Sud.
On a bien suˆr un e´nonce´ analogue pour xk+1 (obtenu a` partir du The´ore`me D-bis
en inversant l’orientation de Γ):
• si M↔(xk, xk+2) = (←), alors Gk et Fk+1 sont de type dynamique Sud-
Nord si et seulement si le point xk+1 va vers le Nord;
• si M↔(xk, xk+2) = (→), alors Gk et Fk+1 sont de type dynamique Sud-
Nord si et seulement si le point xk+1 vient du Sud. Le the´ore`me est
illustre´ par la Figure 22.
M((xk)) = ↓ → ↑ → ↑ · · ·
Γ
xk xk+1
ON (Γ)
OS(Γ)
· · ·
Figure 22: Fle`ches verticales et dynamique des sommets d’une droite ge´ode´sique
Notamment, l’e´nonce´ implique que, e´tant donne´es les fle`ches horizontales as-
socie´es a` la droite ge´ode´sique Γ, les dynamiques de deux sommets conse´cutifs
sont e´troitement relie´es.
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8.2 De´finition des fle`ches verticales
De´finition 8.1 Le mot vertical associe´ a` (xk) est la suite (Mlk)k∈Z d’e´le´ments
de l’alphabet {↑, ↓} de´finie par
Mlk = ↑ ⇔ Gk et Fk+1 sont de type dynamique Sud-Nord
Mlk = ↓ ⇔ Gk et Fk+1 sont de type dynamique Nord-Sud.
On obtient ainsi un invariant de conjugaison, associe´ a` la donne´e de h et d’une
classe d’e´quivalence de suites ge´ode´siques infinies. Cet invariant comple`te le
mot horizontal de´fini a` la Section 3.3; la de´finition suivante regroupe fle`ches
horizontales et verticales dans un meˆme mot.
De´finition 8.2 On associe a` toute suite ge´ode´sique infinie (xk) le motM((xk))
obtenu en intercalant les lettres des mots horizontal et vertical,
M((xk)) := (. . . ,Mlk−1,M↔k,Mlk,M↔k+1,Mlk+1, . . . ).
Notons que le mot M((xk)) de´termine le type dynamique de chacun des points
xk .
Ce mot n’intervient pas dans la suite du texte. Mentionnons cependant une
proprie´te´ de ce mot, qui fournit e´galement une interpre´tation des fle`ches qui le
composent, et justifie ainsi le choix de ces symboles. En utilisant les techniques
de de´compositions en briques (voir [21], [26]), on montrera dans l’article [27] les
re´sultats suivants. Pour toute composante de Reeb (Fk, Gk) associe´e a` (xk), il
existe une droite de Brouwer ∆k qui se´pare les deux bords Fk et Gk . De plus,
l’indice partiel de h entre ∆k et ∆l (au sens de [26]) est entie`rement de´termine´
par le mot M((xk)). Plus pre´cise´ment, cet indice est e´gal au “nombre de tours
qu’effectue la fle`che” dans le mot
(M↔k,Mlk, . . . ,Mll−1,M↔l).
Par exemple, le mot (→, ↑,→, ↓,←) correspond a` un indice e´gal a` −1/2.
8.3 Preuve dans le cas simple (mot attractif ou re´pulsif)
Notations
Soit (xk) une suite ge´ode´sique infinie. D’apre`s la Section 7,
– on peut choisir une droite ge´ode´sique Γ dont la suite des sommets de´finit les
meˆmes bouts que (xk) (Remarque 7.6);
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– la suite de composantes associe´e a` Γ est la meˆme que celle associe´e a` (xk)
(Proposition 7.7);
– la de´finition des types dynamiques de Gk et Fk+1 ne de´pend pas du choix de
cette courbe ge´ode´sique Γ.
Par conse´quent, on peut supposer dans toute la preuve du The´ore`me D-bis
que (xk) est la suite des sommets d’une droite ge´ode´sique Γ. Comme avant,
on notera ON (Γ) et OS(Γ) les composantes connexes gauches et droites du
comple´mentaire de Γ. Afin d’alle´ger les notations, on supposera (sans perte de
ge´ne´ralite´) que k = 0, et on notera G = G0 et F = F1 . On note
Γ = · · · ∗ γ−1 ∗ γ0 ∗ γ1 ∗ · · ·
la de´composition de Γ. En appliquant le Lemme 4.8 sur le franchissement des
composantes de Reeb, et le Lemme 7.9 sur la compatibilite´ des composantes de
Reeb, on voit que Γ∩ (G∪F ) est non vide et inclus dans l’inte´rieur de l’arc γ0 .
On se place ici dans les cas “attractif” ou “re´pulsif”, ie on suppose que le mot
M↔(x−1, x2) vaut (→←) ou (←→). De plus, il suffit de faire la preuve quand
M↔(x−1, x2) = (→←), l’autre cas s’en de´duisant en appliquant le re´sultat a`
h−1 .
De´monstration
Le fait que Γ soit ge´ode´sique va entraˆıner la proprie´te´-cle´ suivante.
Affirmation 8.3 Pour tout n ≥ 1, hn(γ0) ∩ Γ = ∅.
Preuve Soit n ≥ 1. On doit montrer que pour tout entier k , hn(γ0)∩γk = ∅.
• Pour k = 0, ceci vient de la liberte´ de γ0 (Corollaire 2.8).
• Pour k = 1 ou k = −1, ceci vient de l’hypothe`se M↔(x−1, x2) =
(→←) et de la de´finition des fle`ches horizontales (Affirmation 3.10 et
De´finition 3.11).
• Pour |k| > 1, ceci provient de la ge´ode´sicite´ de Γ (cf premier point du
Lemme 3.8 sur les ite´re´s d’un arc ge´ode´sique).
Soit D0 un disque topologique ferme´ libre, ve´rifiant Γ ∩D0 = γ0 et Int(γ0) ⊂
Int(D0). On obtient facilement un tel disque en e´paississant γ0 (a` l’aide du
the´ore`me de Schoenflies). On peut alors renforcer l’affirmation pre´ce´dente:
Affirmation 8.4 Sous les hypothe`ses ci-dessus, hn(D0) ∩ Γ = ∅ pour tout
n ≥ 1.
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Preuve On pourrait faire la de´monstration en recopiant la preuve de l’affirm-
ation pre´ce´dente, en utilisant une version adapte´e du lemme de Franks. Voici
une autre possibilite´, qui consiste a` “perturber” Γ. On raisonne par l’absurde.
Supposons que n est un entier strictement positif tel que hn(D0) rencontre Γ,
et soit y ∈ D0 ∩ h
−n(Γ). Soit γ′0 un arc inclus dans D0 , de meˆmes extre´mite´s
que γ0 , et passant par y . On obtient une nouvelle droite ge´ode´sique Γ
′ a` partir
de Γ en remplac¸ant γ0 par γ
′
0 . Puisque D0 est libre, il est disjoint de tous ses
ite´re´s, et hn(y) n’est pas sur γ0 ; par conse´quent y ∈ γ
′
0∩h
−n(Γ′). D’autre part,
la nouvelle droite ge´ode´sique de´finit clairement les meˆmes bouts que l’ancienne;
par conse´quent, leurs mots horizontaux co¨ıncident (Proposition 7.7), et on peut
appliquer l’Affirmation 8.3 a` Γ′ . Ceci contredit le fait que y ∈ γ′0∩h
−n(Γ′).
Preuve du The´ore`me D-bis dans le cas simple, fin On reprend le dis-
que D0 introduit ci-dessus. Soit x un point quelconque de D0 ∩ G (qui n’est
pas vide puisque G rencontre γ0 ). Supposons que x soit dans W→N (G): il
existe un entier n0 tel que pour tout n ≥ n0 , h
n(x) est dans l’ouvert ON (Γ)
a` gauche de Γ. Alors l’Affirmation 8.4 implique que pour tout n ≥ n0 , le
disque hn(D0) est entie`rement inclus dans l’ouvert ON (Γ); en particulier, tous
les points de D0 vont vers le Nord. Les ensembles G ∩ Int(D0) et F ∩ Int(D0)
sont des ouverts non vides de W→N (G) et W→N (F ) respectivement. D’apre`s
la Proposition 7.20 et la de´finition des types dynamiques, G et F sont tous
les deux de type dynamique Sud-Nord. De plus, les points x0 et x1 vont vers
le Nord. Si x est dans W→S(G), on montre de manie`re syme´trique que G et
F sont de type dynamique Nord-Sud, et que x0 et x1 vont vers le Sud. Ceci
termine la preuve du the´ore`me dans les cas “attractif” et “re´pulsif”.
Affirmation 8.5 (Comple´ment au cas attractif) On suppose que le mot est
attractif, c’est-a`-dire que
M↔(x−1, x2) = (→←).
Dans ce cas, si h(γ0) est inclus dans OS(Γ), alors h
n(γ0) est encore inclus dans
OS(Γ) pour tout n ≥ 2. En particulier, on a les e´quivalences
h(γ0) ⊂ OS(Γ) ⇔ xk et xk+1 vont vers le Sud
⇔ Gk et Fk+1 sont de type dynamique Nord-Sud
⇔ Mlk = ↓ .
Preuve On suppose que h(γ0) est inclus dans OS(Γ). L’arc γ0 est libre, mais
γ0 ∪ γ1 ne l’est pas, et la fle`che M↔(x0, x2) =← indique que c’est l’image de
γ1 qui rencontre γ0 . Il existe donc un point x sur γ1 tel que [x0x[Γ soit libre,
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mais [x0x]Γ ne le soit pas: le point h(x) est donc sur γ0 . On conside`re l’arc
α = [h(x)x]Γ . Le point-cle´, prouve´ plus bas, consiste a` voir que
∀n ≥ 2, hn(α) ∩ Γ = ∅.
En effet, on en de´duit que l’ensemble⋃
n≥2
hn(α)
est disjoint de Γ, or il est connexe et il rencontre h(γ0), c’est donc qu’il est inclus
dans OS(γ); mais pour tout n ≥ 2, h
n(γ0) rencontre a` son tour cet ensemble,
et est disjoint de Γ d’apre`s l’Affirmation 8.3, c’est donc que hn(γ0) ⊂ OS(Γ).
Montrons le point-cle´. Soit y un point de α. Si y est dans [h(x)x1]γ , alors
hn(y) appartient a` hn(γ0), et l’Affirmation 8.3 dit que h
n(y) 6∈ Γ pour tout
n ≥ 1. Si y = x, on conclut de meˆme, puisque h(x) ∈ γ0 . Il reste le cas ou` y
est dans ]x1x[Γ . Dans ce cas, l’arc [x0y]Γ est libre: par suite, on obtient une
nouvelle de´composition de Γ en posant
x1
′ = y, γ0
′ = [x0x1
′]Γ, γ1
′ = [x1
′x2]Γ,
γi
′ = γi ∀i 6= 0, 1 et xi
′ = xi ∀i 6= 1.
On applique alors l’Affirmation 8.3 a` cette nouvelle de´composition. Ceci donne
notamment, pour tout n ≥ 1, hn(x0
′) 6∈ Γ, comme voulu.
8.4 Preuve dans le cas difficile (mot indiffe´rent)
On se place maintenant dans le cas “indiffe´rent”, ou` le mot M↔(x−1, x2) vaut
(→→) ou (←←). On reprend les notations du cas simple. Quitte a` remplacer
h par h−1 , on peut supposer que M↔(x−1, x2) = (→→). On note O−(G) et
O+(G) les ensembles comple´mentaires de G (De´finition 7.10); rappelons que
ces ensembles sont invariants (Lemme 7.11). On note p le premier point et d le
dernier point sur G quand on parcourt la droite oriente´e Γ de (−∞) vers (+∞)
(cf Figure 23). Les points p et d sont situe´s entre x0 et x1 sur Γ (d’apre`s le
Lemme 7.9 et l’ine´galite´ triangulaire). Les demi-droites ]−∞, p[Γ et ]d,+∞[Γ
sont incluses respectivement dans les ouverts O−(G) et O+(G).
Nous allons prouver successivement les re´sultats suivants.
Affirmation 8.6 Pour tout n ≥ 1,
• hn([x0p]Γ) ∩ Γ = ∅;
Geometry & Topology, Volume 9 (2005)
1754 Fre´de´ric Le Roux
d
x0 x1
p
hn(x0)
hn(x1)
hn(d)
Γ
ON (Γ)
OS(Γ)
G
O+(G)
hn(p)
O−(G)
Figure 23: Disposition de l’image de γ0 (cas indiffe´rent)
• h−n([dx1]Γ) ∩ Γ = ∅.
Affirmation 8.7 Soit n ≥ 1. On a l’e´quivalence suivante:
hn([x0p]Γ) ⊂ OS(Γ) ⇔ h
−n([dx1]Γ) ⊂ ON (Γ).
Corollaire 8.8 On a les e´quivalences:
x0 va vers le Sud ⇔ x1 vient du Nord
⇔ p ∈W→S(G)
⇔ d ∈WN→(G).
Affirmation 8.9
(1) Si x1 vient du Nord, alors G est de type dynamique Nord-Sud;
(2) Si x0 va vers le Sud, alors F est de type dynamique Nord-Sud.
Preuve de l’Affirmation 8.6 Soit n ≥ 1, et montrons le premier point.
Comme dans la preuve de l’Affirmation 8.3, on doit montrer que pour tout
entier k , hn([x0p]Γ) ∩ γk = ∅ (cf Figure 23). Comme avant, ceci est vrai pour
k = 0 (liberte´) et pour |k| > 1 (ge´ode´sicite´). Pour k = −1, ceci suit du fait
que M↔(x−1, x1) = (→). Il reste a` voir que h
n([x0p]Γ) ∩ γ1 = ∅. Ceci vient
du fait que l’arc [x0p]Γ est inclus dans l’ensemble ferme´ invariant O−(G) ∪G,
tandis que l’arc γ1 = [x1x2]Γ est inclus dans O+(G).
Le deuxie`me point de l’affirmation se de´montre de fac¸on syme´trique.
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Preuve de l’Affirmation 8.7 Afin de simplifier les notations, on e´crit seule-
ment la preuve pour n = 1; la preuve pour n > 1 e´tant identique. D’apre`s
l’Affirmation 8.6, il suffit de montrer que h(p) est a` droite de Γ (ie dans OS(Γ))
si et seulement si h−1(d) est a` gauche de Γ (ie dans ON (Γ)). Soit Γ
′ la droite
topologique oriente´e image de Γ par h. Comme h pre´serve l’orientation, le
point h−1(d) est a` gauche de Γ si et seulement si le point d est a` gauche de Γ′ .
Il s’agit donc de montrer que le point B = h(p) est a` droite de Γ si et seule-
ment si le point A = d est a` gauche de Γ′ . Ceci va re´sulter de conside´rations
de topologie plane. On note (cf Figure 24):
Γ− = ]−∞, A]Γ, Γ
+ = [A,+∞[Γ,
Γ′
−
= ]−∞, B]Γ′ , Γ
′+ = [B,+∞[Γ′ .
Puisque Γ est une droite topologique, d’apre`s le the´ore`me de Schoenflies, on
peut supposer que c’est une droite euclidienne horizontale oriente´e de la gauche
vers la droite, comme sur la Figure 24.
p
h(d)
OS(Γ)
ON (Γ)
d = A
Γ+
h(p) = B
Γ′
+
Γ′
−
Γ−
Figure 24: Disposition de la droite ge´ode´sique Γ et de son image Γ′
Montrons d’abord les proprie´te´s suivantes.
(1) Γ+ ∩ Γ′+ 6= ∅;
(2) Γ− ∩ Γ′− 6= ∅;
(3) Γ− ∩ Γ′+ = ∅;
(4) Γ+ ∩ Γ′− = ∅.
Les deux premie`res proprie´te´s viennent du fait que Γ est une droite ge´ode´sique
(deuxie`me point du Lemme 3.8). Pour la troisie`me, on peut meˆme montrer que
les demi-droites ]−∞, x1]Γ et h([x0,+∞[Γ) sont disjointes, en utilisant encore
le caracte`re ge´ode´sique (premier point du meˆme lemme), ainsi que l’hypothe`se
M↔(x−1, x2) = (→→) et la de´finition des fle`ches. Enfin, la dernie`re proprie´te´
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provient simplement des inclusions Γ+ ⊂ O+(G)∪{d} et Γ
′− ⊂ O−(G)∪{h(p)}
(rappelons que h(p) 6= d, puisque p et d appartiennent a` un meˆme arc libre).
Supposons maintenant que B est a` droite de Γ, et montrons que A est a` gauche
de Γ′ . Remarquons tout d’abord que A n’est pas sur Γ′ (d’apre`s les deux
dernie`res proprie´te´s). Soit ]CD[Γ′ la composante connexe de Γ
′ \ Γ contenant
B , ou` C et D sont choisis de fac¸on a` ce que C soit situe´ avant D sur la droite
topologique oriente´e Γ′ ; l’existence de ces deux points vient des deux premie`res
proprie´te´s ci-dessus (cf Figure 25). D’apre`s les deux dernie`res proprie´te´s, le
point C est sur Γ− ∩ Γ′− , et le point D sur Γ+ ∩ Γ′+ (et par conse´quent C
est e´galement situe´ avant D sur Γ). Par de´finition, l’arc ouvert ]CD[Γ′ est
disjoint de Γ, et la courbe [CD]Γ′ ∪ [CD]Γ est une courbe de Jordan (ie elle
est home´omorphe au cercle). Soit U le disque topologique ouvert borde´ cette
courbe. Remarquons que puisque la droite Γ est disjointe de ]CD[Γ′ , elle est
aussi disjointe de l’ouvert U . D’apre`s le the´ore`me de Schoenflies, sachant que
B est a` droite de Γ, la situation est home´omorphe au dessin de la Figure 25:
on peut supposer que U est un demi-disque euclidien, et U est situe´ a` gauche
de l’arc oriente´ [CD]Γ′ et a` droite de l’arc oriente´ [CD]Γ .
C D
Γ+
Γ′
+
B
A
A′
B′
U
Figure 25: Si B est a` droite de Γ. . .
Sur cette figure, choisissons un point A′ dans U , suffisamment proche de A
pour que le segment euclidien [AA′] soit disjoint de Γ′ . De meˆme, on choisit
un point B′ dans U , suffisamment proche de B pour que le segment euclidien
]BB′] soit disjoint de Γ′ . Puisque B′ est a` gauche de Γ′ , pour que le point A
soit situe´ a` gauche de Γ′ il suffit qu’il existe un arc reliant A′ a` B′ en e´vitant
Γ′ . Nous allons trouver un tel arc dans U .
Supposons que cet arc n’existe pas. Alors l’ensemble Γ′ ∩U , qui est une partie
ferme´e de U , se´pare A′ et B′ dans U . L’ouvert U e´tant home´omorphe au plan,
on peut appliquer le The´ore`me A.5 de l’appendice: il existe une composante
connexe de Γ′ ∩ U qui se´pare encore A′ et B′ . Cette composante connexe est
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un intervalle de Γ′− ou bien de Γ′+ ; elle est disjointe de [CD]Γ′ . Puisqu’elle
se´pare A′ et B′ dans U , et ne rencontre ni [AA′] ni [BB′], son adhe´rence doit
rencontrer chacun des deux arcs [CA]Γ et [AD]Γ . Ceci contredit l’une des deux
proprie´te´s 3 et 4.
Nous avons donc montre´ que si B est a` droite de Γ, alors A est a` gauche de
Γ′ . On montre de meˆme que si B est a` gauche de Γ, alors A est a` droite de
Γ′ . Ce qui conclut.
Preuve du Corollaire 8.8 Si x0 va vers le Sud, alors il existe un entier n0
tel que pour tout n ≥ n0 , h
n(x0) ∈ OS(Γ). Mais alors d’apre`s l’Affirmation 8.6,
pour n ≥ n0 , on a h
n([x0p]Γ) ⊂ OS(Γ), et en particulier le point p va aussi vers
le Sud. Et d’apre`s l’Affirmation 8.7, toujours pour n ≥ n0 , on a h
−n([dx1]Γ) ⊂
ON (Γ), par conse´quent les points d et x1 viennent du Nord.
Preuve de l’Affirmation 8.9 Pour prouver cette affirmation, nous commen-
c¸ons par remplacer Γ par une autre droite ge´ode´sique Γ′ , qui de´finira les meˆmes
bouts que Γ. Par conse´quent, G sera encore un bord de composante de Reeb
associe´e a` Γ′ (Proposition 7.7), et on pourra appliquer le Corollaire 8.8 a` cette
nouvelle situation.
Puisque les ensembles WN→N (G) et WS→S(G) sont ferme´s (Proposition 7.20)
et disjoints, il existe un voisinage V du point d qui ne rencontre pas simul-
tane´ment ces deux ensembles.
En e´paississant le´ge`rement l’arc [dx1]Γ (a` l’aide du the´ore`me de Schoenflies),
on choisit maintenant un disque topologique ferme´ D tel que (cf Figure 26)
• Γ ∩D est un sous-arc de Γ dont x1 est une extre´mite´;
• d ∈ Int(D);
• D ∩G ⊂ V ;
• D est libre.
Rappelons que l’ensemble G est inclus dans l’adhe´rence de B1(x−1) (par de´fi-
nition). Par construction, D contient donc des points a` h–distance 1 de x−1 ,
autrement dit il existe un arc libre γ′ joignant x−1 a` un point de D ; et on
peut supposer, quitte a` raccourcir cet arc, que γ′ ∩D contient un unique point
qu’on appelle x′0 . Remarquons que γ
′ est disjoint de [x1,+∞[Γ , car (xk) est
une suite ge´ode´sique. On pose x′1 = x1 , et on choisit un arc γ
′
0 joignant x
′
0
a` x′1 dans D (cet arc est donc libre, et ne rencontre γ
′ qu’au point x′0 ). On
appelle x′−1 le dernier point d’intersection de γ
′ avec ] − ∞, x−1]Γ lorsqu’on
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x−1
Γ
G
x0
γ′
D
γ′0
V d
x′
−1 x1x′0
Figure 26: Construction de la ge´ode´sique Γ′ (I)
parcourt γ′ depuis x−1 vers x
′
0 . Remarquons encore que ce point est situe´ sur
]x−2, x−1]Γ , toujours a` cause du caracte`re ge´ode´sique de (xk). On pose alors
(cf Figure 27)
γ′−2 = [x−2x
′
−1]Γ, γ
′
−1 = [x
′
−1x
′
0]γ′
Γ′ = ]−∞, x′−2]Γ ∪ γ
′
−2 ∪ γ
′
−1 ∪ γ
′
0 ∪ [x1,+∞[Γ.
Remarquons que par de´finition du point x′−1 , ce point est l’unique point d’in-
tersection des arcs γ′−2 et γ
′
−1 .
G
Γ′
γ′
−1
γ′
−2
x′
−1
x′0 γ′0
x′1 = x1
Figure 27: Construction de la ge´ode´sique Γ′ (II)
Dans cette situation, la droite Γ′ , munie de la de´composition
Γ′ = · · · ∗ γ−3 ∗ γ
′
−2 ∗ γ
′
−1 ∗ γ
′
0 ∗ γ1 ∗ · · ·
est une droite ge´ode´sique, qui de´finit les meˆmes bouts que Γ. En effet, on ve´rifie
que la courbe est sans point double par construction; le fait qu’il s’agit bien
d’une droite ge´ode´sique, et qu’elle de´finit les meˆmes bouts que Γ, est imme´diat.
En appliquant le Lemme 4.8 sur le franchissement des composantes de Reeb,
on voit que Γ′ ∩G ⊂ γ′0 , donc Γ
′ ∩G ⊂ D∩G ⊂ V . Comme pour Γ, on de´finit
les points p′ et d′ comme e´tant les premier et dernier points sur G lorsqu’on
parcourt Γ′ de (−∞) vers (+∞). Ces deux points sont dans V .
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On suppose maintenant que le point x1 = x
′
1 vient du Nord. On applique alors
le Corollaire 8.8 a` la droite ge´ode´sique Γ′ ; on obtient que le point p′ est dans
W→S(G) et le point d
′ dans WN→(G). Le choix de V empeˆche alors qu’on ait
simultane´ment p′ ∈ WS→S(G) et d
′ ∈ WN→N (G). On en conclut que l’un des
deux points au moins est dans WN→S(G). Ceci prouve que le type dynamique
de G est Nord-Sud.
La deuxie`me partie de l’Affirmation 8.9 provient d’une construction entie`rement
syme´trique.15
Preuve du The´ore`me D-bis dans le cas difficile, fin Le point x0 va vers
le Sud ou vers le Nord (Corollaire 7.18). On suppose par exemple qu’il va vers
le Sud, l’autre cas se traitant de manie`re identique en inversant les roˆles des
points N et S . Dans ce cas, d’apre`s le Corollaire 8.8, le point x1 vient du
Nord. D’apre`s l’Affirmation 8.9, F et G sont tous deux de type dynamique
Nord-Sud. Ceci ache`ve la preuve du the´ore`me.
9 Dynamique dans les continus minimaux
Dans cette section, nous prouvons la Proposition 7.20. Les Sections 9.3 et 9.4
sont inde´pendantes du reste du texte. Rappelons qu’un continu est un espace
topologique (me´trisable) compact et connexe.
Le re´sultat principal de cette section dit qu’un bord F de composante de Reeb
(associe´ a` une suite ge´ode´sique infinie (xk)) contient soit des points qui vont
du Nord au Sud, soit des points qui vont du Sud au Nord, mais pas les deux
a` la fois. Cette proprie´te´ est avant tout la conse´quence de la minimalite´ de F
(en tant qu’ensemble ferme´, connexe, se´parant les deux bouts de (xk)). Ceci
va nous entraˆıner dans des conside´rations de dynamique topologique abstraite,
ou` les seuls souvenirs de la dynamique plane seront deux proprie´te´s techniques,
conse´quences du lemme de Franks, et prouve´es dans la Section 9.1. De ce point
de vue, cette partie apparaˆıt comme e´tant le prolongement de l’article [24]:
dans un contexte plus ge´ne´ral (qui correspond aux trois premie`res proprie´te´s de
15Plus pre´cise´ment, on conside`re l’home´omorphisme h′ = h−1 , et la droite ge´ode´sique
Γ′ obtenue a` partir de la droite topologique Γ en renversant l’orientation et en choi-
sissant la de´composition dont la suite des sommets est (x′k := x1−k). On a alors
Mh
′
↔
(x′
−1, x
′
2) = (→→), tandis que les roˆles de x0 et de x1 sont inverse´s, ainsi que
ceux de N et de S , et ceux de F et de G. En appliquant le point 1 de l’affirmation a`
cette situation syme´trique, on obtient alors le point 2.
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l’hypothe`se (H) ci-dessous, augmente´es d’une hypothe`se de connexite´ locale qui
n’e´tait pas essentielle), on montrait l’existence d’au moins un point dont l’orbite
traverse F du Nord au Sud ou du Sud au Nord. L’hypothe`se de minimalite´
et les “souvenirs du plan” que nous ajoutons ici permettent donc de renforcer
se´rieusement les re´sultats pre´liminaires de [24], re´sultats que nous re´utilisons
ici (sous la forme du Lemme 9.5). Je dois a` Patrice Le Calvez l’ide´e d’utiliser
des compacts minimaux dans le contexte de l’article [24].
9.1 Pre´liminaires: deux conse´quences du lemme de Franks
Rappelons que la limite supe´rieure d’une suite de parties d’un espace topolog-
ique X est l’ensemble des points de X dont tout voisinage rencontre une infinite´
d’e´le´ments de la suite. Nous aurons e´galement besoin du concept suivant, qui
est une bonne alternative a` la notion de composantes connexes par arcs dans
les espaces ou` celles-ci sont trop petites pour eˆtre utiles (par exemple, quand
elles sont re´duites a` des points).
De´finition 9.1 Soit X un espace topologique. On de´finit une relation d’e´qui-
valence sur X , en de´cidant que deux points sont e´quivalents si ils appartiennent
a` une meˆme partie compacte et connexe de X . On appellera composantes
compactement connexes les classes d’e´quivalence pour cette relation.
Ces de´finitions sont utilise´es par W. Daw dans l’article [7]. Elles apparais-
sent de´ja` dans le livre de K. Kuratowski, [20] (paragraphe 42, VIII; les com-
posantes compactement connexes y sont appele´es des constituants.) Dans les
bons espaces, les composantes compactement connexes sont “assez grandes”,
elles “vont a` l’infini” (voir l’appendice, Corollaire A.2). Notons aussi qu’une
composante compactement connexe n’est pas ne´cessairement ferme´e.
On conside`re un home´omorphisme de Brouwer h. Nous de´montrons les deux
e´nonce´s suivants.
Lemme 9.2 Si C est une partie compacte du plan, alors la limite supe´rieure
de la suite (hn(C))n≥0 ne contient pas C .
Lemme 9.3 Si E est une partie compactement connexe du plan, libre par h,
et si E 6⊂ Adh(h(E)), alors la limite supe´rieure de la suite (hn(Adh(E)))n≥0
ne contient pas E .
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Preuve du Lemme 9.2 Pour donner l’ide´e de la preuve, commenc¸ons par
le cas simple ou` C est un disque topologique ferme´. On peut alors e´crire
C comme la re´union d’un nombre fini de disques topologiques ferme´s Di , li-
bres, d’inte´rieurs deux a` deux disjoints. On sait que la suite (hn(C)) con-
verge (Lemme 5.1). Si C e´tait inclus dans la limite de cette suite, alors
pour tout disque Di , il existerait un disque Dj et un entier ni > 0 tel que
hni(Int(Dj)) rencontre Int(Di). Puisque les disques Di sont en nombre finis,
on en de´duirait l’existence d’une chaˆıne de disques pe´riodique, ce qu’interdit le
lemme de Franks.
Voici la preuve dans le cas ge´ne´ral.16 Soit C ve´rifiant les hypothe`ses du lemme.
On conside`re un quadrillage d’un carre´ du plan contenant C (comme sur la
Figure 28). Pour tout point x de C , on note D(x) la re´union des petits carre´s
ferme´s contenant x: D(x) est un disque topologique ferme´ re´union de 1, 2 ou 4
petits carre´s, et on peut choisir le quadrillage pour que tous les ensembles D(x)
soient libres. Remarquons que x appartient a` l’inte´rieur de D(x). D’autre part,
si y est un point de C qui n’est pas dans D(x), alors les deux disques D(y) et
D(x) sont d’inte´rieurs disjoints.
D(x)
C
x
Figure 28: approximation de C par des carre´s libres
On suppose que C est inclus dans la limite supe´rieure C∞ de (h
n(C))n≥0 , et on
va construire par re´currence une chaˆıne de disques (pour h−1 ). Soit x1 un point
quelconque de C . Puisque x1 ∈ Int(D(x1)) ∩ C∞ , il existe un entier n1 > 0
et un point x2 de C tels que h
n1(x2) appartient a` l’inte´rieur de D(x1). En
ite´rant la construction, on trouve une suite (xi)i≥1 de points de C et une suite
d’entiers ni > 0 telles que pour tout i ≥ 1, h
ni(xi+1) appartient a` l’inte´rieur
de D(xi). Puisque le nombre de petits carre´s du quadrillage qui rencontrent
16Par rapport au cas simple, la complication vient du fait qu’on ne sait pas recouvrir
C facilement par des disques topologiques ferme´s d’inte´rieurs deux a` deux disjoints, et
dont les inte´rieurs rencontrent C .
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C est fini, il existe un entier i ≥ 1 tel que xi+1 appartient a` l’un des disques
D(xj) pour 1 ≤ j ≤ i. On appelle i2 le plus petit des tels entiers i, et i1 ≤ i2
un entier tel que xi2+1 appartient a` D(xi1). On a
• les disques D(x1), . . . ,D(xi2) sont d’inte´rieurs deux a` deux disjoints,
graˆce au choix de i2 ;
• pour 1 ≤ i ≤ i2 − 1, l’inte´rieur de h
ni(D(xi+1)) rencontre l’inte´rieur de
D(xi) (puisque h
ni(xi+1) ∈ Int(D(xi)));
• l’inte´rieur de hni2 (D(xi1)) rencontre l’inte´rieur de D(xi2) (puisque D(xi1)
contient xi2+1 et h
ni2 (xi2+1) ∈ Int(D(xi2))).
Autrement dit, la suite (D(xi2),D(xi2−1), . . . ,D(xi1)) est une chaˆıne de disques
pe´riodique, ce qui contredit le lemme de Franks.17
Preuve du Lemme 9.3 Soit E ve´rifiant les hypothe`ses du lemme. Puisque
E 6⊂ Adh(h(E)), il existe un disque topologique ferme´ libre D1 , disjoint de
h(E), dont l’inte´rieur rencontre E (cf Figure 29). On raisonne par l’absurde, en
supposant que la limite supe´rieure E∞ de la suite (h
n(Adh(E)))n≥0 contient E .
En particulier, E∞ rencontre l’inte´rieur de D1 , et il existe un entier n ≥ 100 tel
que hn(E) rencontre l’inte´rieur de D1 . Puisque E est compactement connexe
et rencontre Int(D1) et h
−n(Int(D1)), il existe une partie compacte et connexe
C de E qui rencontre encore Int(D1) et h
−n(Int(D1)). On a
(1) C est libre (car E l’est);
(2) h(C) est disjoint de D1 (car h(E) l’est).
(3) h(Int(D1)) rencontre h(C);
(4) hn−1(h(C)) rencontre Int(D1).
Si (par miracle!) C est un disque topologique ferme´, alors la suite (D1, h(C))
forme une chaˆıne de disques pe´riodique, contredisant le lemme de Franks 2.7,
et la preuve est termine´e. Dans le cas ge´ne´ral, on remplace C par un disque
D2 , de la faon suivante. On utilise les proprie´te´s 3 et 4 ci-dessus pour trouver
un point x1 de l’inte´rieur de D1 tel que le point y1 := h(x1) est dans h(C), et
un point x2 de h(C) tel que le point y2 := h
n−1(x2) est dans l’inte´rieur de D1 .
Puisque h(C) est un compact connexe libre et disjoint de D1 , il est inclus dans
un ouvert connexe libre et disjoint de D1 (par exemple un ǫ–voisinage de C ),
et il suffit de choisir un disque topologique ferme´ D2 inclus dans cet ouvert, et
contenant les points y1 et x2 dans son inte´rieur. La suite (D1,D2) forme alors
une chaˆıne de disques pe´riodique, et on aboutit a` la meˆme contradiction que
dans le cas miraculeux.
17Ceci est le seul endroit du texte ou` nous utilisons l’absence de chaˆıne pe´riodique
de plus de deux e´le´ments.
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h(C)
hn(C)
E
hn(E)
h(E)
D1
C
h−n(D1)
Figure 29: Construction d’une chaˆıne pe´riodique a` deux disques
9.2 Hypothe`ses
On se place maintenant dans un espace topologique abstrait F̂ , et on conside`re
un home´omorphisme h de F̂ . On note (H) l’ensemble des hypothe`ses suivantes.
(1) l’espace topologique F̂ est compact, connexe, me´trisable;
(2) l’home´omorphisme h : F̂ → F̂ a exactement deux points fixes, note´s N
et S ; on pose alors F = F̂ \ {N,S};
(3) tous les points de l’ensemble F sont errants;
(4) (proprie´te´ de minimalite´) il n’existe pas de sous-ensemble strict L de F̂
compact, connexe, et contenant N et S ;
(5) (souvenirs du plan)
(a) si C est une partie compacte de F , alors la limite supe´rieure de la
suite (hn(C))n≥0 ne contient pas C ;
(b) si E est une partie compactement connexe de F , libre par h, et si
E 6⊂ Adh(h(E)), alors la limite supe´rieure de (hn(Adh(E)))n≥0 ne
contient pas E .
Affirmation 9.4 Soit (xk)k∈Z une suite ge´ode´sique, et soit F un bord de
composante de Reeb associe´e a` (xk). On munit l’ensemble F̂ = F ∪ {N,S} de
la topologie de la compactification Nord-Sud associe´e a` [(xk)]. Alors l’espace
F̂ et l’home´omorphisme h prolonge´ a` F̂ ve´rifient les hypothe`ses (H).
Preuve On conside`re une droite ge´ode´sique Γ de´finissant les meˆmes bouts que
la suite (xk). Nous ve´rifions successivement les diffe´rents points de l’hypothe`se
(H).
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(1) La compacite´ de F̂ suit facilement de la De´finition 7.12. Remarquons en
particulier que F̂ est un espace topologique se´pare´.
Puisque F est connexe, pour voir que F̂ l’est e´galement, il suffit de
montrer la densite´ du premier dans le second. Par l’absurde, si F n’est
pas dense dans F̂ , alors il existe un voisinage de N ou de S dans F̂
qui est disjoint de F ; supposons qu’il s’agisse de N . Par de´finition de la
topologie sur F̂ , ceci signifie que l’ensemble F∩Adh(ON (Γ)) est compact.
Ceci contredit le fait que F se´pare les deux bouts de Γ (Lemme 7.11).
On peut ve´rifier que l’espace F̂ posse`de une base de´nombrable d’ouverts.
On a vu qu’il est aussi compact (et notamment se´pare´). On en de´duit la
me´trisabilite´ a` l’aide des the´ore`me ge´ne´raux (voir par exemple le corollaire
2.59 du chapitre 2 de [16]).
(2) Les points 2. . .
(3) . . . et 3 de l’hypothe`se (H) sont clairement ve´rifie´s (l’errance vient du
Corollaire 2.9).
(4) Soient x et y deux sommets de Γ tels que F soit un bord d’une des com-
posantes de Reeb minimales associe´es a` (x, y). Soit L un sous-ensemble
strict de F̂ , compact, contenant N et S . D’apre`s le Lemme 4.6 sur
la topologie des ensembles Fi(x, y), L ne se´pare pas les points x et y .
Comme L est compact, les composantes connexes du comple´mentaire de
L dans le plan sont ouvertes, donc connexes par arcs; il existe alors un arc
γ′ reliant x a` y et e´vitant L. On en de´duit facilement l’existence d’une
droite topologique Γ′ , incluse dans Γ ∪ γ′ , et disjointe de L. Comme Γ′
se´pare les points N et S dans R2∪{N,S}, l’ensemble L ne peut pas eˆtre
connexe. Ceci prouve le quatrie`me point.
(5) Ces deux proprie´te´s correspondent aux Lemmes 9.2 et 9.3.
Sous les hypothe`ses (H), on de´finit les ensembles WN→(F ), etc. comme indique´
a` la Section 7.3. Rappelons que l’errance des points implique que tout point va
vers le Nord ou le Sud, et vient du Nord ou du Sud.
9.3 E´nonce´s
Le re´sultat principal de cette section est une version abstraite de la Proposi-
tion 7.20; jointe a` l’Affirmation 9.4, cette version abstraite entraˆınera imme´di-
atement la Proposition 7.20.
Proposition 7.20-bis Sous les hypothe`ses (H),
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• l’un des deux ensembles WS→N (F ) et WN→S(F ) est vide;
• l’autre est un ouvert connexe dense dans F ;
• les ensembles WN→N(F ) et WS→S(F ) sont ferme´s.
Voici les e´nonce´s des lemmes de la de´monstration. Les preuves se trouvent dans
la section suivante.
Lemme 9.5 On se place sous les hypothe`ses 1, 2 et 3 de (H). Supposons que
pour tous voisinages VN de N et VS de S , il existe un entier positif n tel que
hn(VS) rencontre VN . Alors l’ensemble WS→N(F ) est non vide.
Lemme 9.6 Sous les hypothe`ses (H), toute composante compactement con-
nexe de F est entie`rement incluse dans l’un des quatre ensembles WN→S(F ),
WS→N(F ), WN→N (F ), WS→S(F ).
Lemme 9.7 On se place sous les hypothe`ses (H). Soit E une composante
compactement connexe de F incluse dans WS→N(F ).
• Si E est invariante par h, alors E est dense dans F̂ ;
• dans le cas contraire, E est libre, et E est incluse dans l’adhe´rence de
h(E) ou dans celle de h−1(E). De plus, l’union de tous les ite´re´s de E
est un ensemble connexe, dense dans F̂ , et invariant par h.
Corollaire 9.8 Si l’ensemble WS→N(F ) n’est pas vide, il est dense dans F et
connexe.
9.4 Preuves
On note K(F̂ ) l’espace des parties compactes de F̂ , muni de la me´trique de
Hausdorff. On rappelle que c’est un espace me´trique compact.
Preuve du Lemme 9.5 La preuve est essentiellement contenue dans la pr-
euve de la Proposition 6 de l’article [24]. En voici une version abre´ge´e. L’hypo-
the`se entraˆıne qu’il existe une suite (xp)p≥0 d’e´le´ments de F convergeant vers
S , et une suite d’entiers positifs (np) telle que la suite (h
np(xp))p≥0 converge
vers N . Soit
Kp = {xp, h(xp), . . . , h
np(xp)}.
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Quitte a` extraire, on peut supposer que la suite (Kp) converge dans l’espace
K(F̂ ). On note L sa limite. La fin de la preuve consiste a` montrer que L con-
tient une orbite allant de S a` N . Pour cela, on montre d’abord que l’ensemble
L est invariant par h, et qu’il est localement fini, au sens ou` toute partie com-
pacte de F = F̂ \{N,S} ne contient qu’un nombre fini de points de L (ceci vient
de l’errance des points, proprie´te´ 3 de l’hypothe`se (H)). Soit d une distance sur
F̂ (proprie´te´ 1 de l’hypothe`se (H)). Puisque L est localement fini, il existe un
re´el positif r tel qu’aucun point de L n’est a` distance r de N . On appelle
alors VN l’ensemble des points x de F̂ ve´rifiant d(N,x) < r , VS l’ensemble de
ceux ve´rifiant d(N,x) > r . On pose maintenant ES→N(L) = L∩VS ∩h
−1(VN )
et EN→S(L) = L ∩ VN ∩ h
−1(VS). Ce sont des ensembles finis. Le fait que
L soit limite de morceaux d’orbites allant d’un point proche de S a` un point
proche de N permet de montrer que la diffe´rence entre le nombre d’e´le´ments de
ES→N(L) et le nombre d’e´le´ments de EN→S(L) vaut 1. D’autre part, un pe-
tit argument combinatoire montre que cette diffe´rence est e´gale a` la diffe´rence
entre le nombre d’orbites de L dans WS→N(F ) et le nombre d’orbites de L
dans WN→S(F ). En particulier, L doit contenir au moins une orbite dans
WS→N(F ), ce que l’on voulait.
Preuve du Lemme 9.6 On raisonne par l’absurde, en supposant qu’il existe
une composante compactement connexe de F contenant deux points x et y
ayant des destins dynamiques diffe´rents; pour fixer les ide´es, on suppose par
exemple que x ∈ W→N (F ) et y ∈ W→S(F ). Par de´finition des composantes
compactement connexes, il existe un compact connexe C , inclus dans F , con-
tenant x et y . Soit C∞ une valeur d’adhe´rence, dans l’espace K(F̂ ), de la
suite (hn(C)n≥0). Il s’agit d’un sous-ensemble compact et connexe de F̂ , et
puisque C contient le point x qui va vers le Nord et le point y qui va vers le
Sud, l’ensemble C∞ contient N et S . D’apre`s l’hypothe`se de minimalite´ (pro-
prie´te´ 4 de l’hypothe`se (H)), on a alors C∞ = F̂ . En particulier C∞ contient
C , et a fortiori la limite supe´rieure de la suite (hn(C))n≥0 contient C . Ceci
contredit le premier “souvenir du plan” (hypothe`se 5 (a) de (H)).
Preuve du Lemme 9.7 Tout d’abord, il est clair que l’image par h d’une
composante compactement connexe de F est encore une composante compacte-
ment connexe de F ; par conse´quent, chaque composante compactement con-
nexe est soit invariante, soit libre par h.
Premier cas Soit E une composante compactement connexe de F incluse
dans WS→N , que l’on suppose invariante par h. Comme E contient une orbite
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allant de S a` N , l’adhe´rence de E dans F̂ , qui est compacte et connexe,
contient N et S . Par minimalite´ (proprie´te´ 4), on a donc Adh(E) = F̂ .
Deuxie`me cas Soit E une composante compactement connexe de F in-
cluse dans WS→N , que l’on suppose libre par h. D’apre`s le Corollaire A.2
de l’appendice, E “va a` l’infini”, ie l’adhe´rence de E contient l’un au moins des
deux points N et S . On suppose dans un premier temps que Adh(E) contient
le point S . Nous allons montrer que dans ce cas, E ⊂ Adh(h(E)). Soit E∞
une valeur d’adhe´rence, dans K(F̂ ), de la suite des ite´re´s positifs de Adh(E):
l’ensemble E∞ est compact et connexe. Comme le point S est dans Adh(E),
il appartient aussi a` E∞ . Comme E est incluse dans WS→N , l’ensemble E∞
contient aussi le point N . Par minimalite´ (hypothe`se 4), on a alors E∞ = F̂ .
En particulier, E∞ contient E . On conclut que E ⊂ Adh(h(E)) graˆce au
deuxie`me “souvenir du plan” (hypothe`se 5 (b) de (H)).
On a donc prouve´ que si S ∈ Adh(E), alors E ⊂ Adh(h(E)). On en de´duit
d’abord que l’union des ite´re´s de E est connexe. Ensuite, la suite (hn(Adh(E)))
est une suite croissante d’e´le´ments de K(F̂ ), donc convergente. Par minimalite´,
sa limite est F̂ et par conse´quent, l’union des ite´re´s de E est dense dans F̂ . Il
est clair qu’il s’agit d’un ensemble invariant par h.
Il reste a` traiter le cas ou` Adh(E) contient le point N . En e´tudiant cette fois-ci
les ite´re´s de E par h−1 , on montre alors que E ⊂ Adh(h−1(E)), et on conclut
de manie`re analogue.
Preuve du Corollaire 9.8 Si l’ensemble WS→N(F ) n’est pas vide, d’apre`s
le Lemme 9.6, il contient une composante compactement connexe E de F . Le
Lemme 9.7 entraˆıne alors la densite´ de l’union E′ des ite´re´s de E , donc celle de
WS→N(F ). Ce lemme montre aussi que E
′ est connexe; WS→N(F ) est connexe
car il contient un ensemble connexe dense.
Preuve de la Proposition 7.20 Montrons tout d’abord que l’un au moins
des deux ensembles WS→N(F ) et WN→S(F ) n’est pas vide.
18 On raisonne
par l’absurde: dans le cas contraire, les deux ensembles WS→S(F ) ∪ {S} et
WN→N (F ) ∪ {N} forment une partition de Fˆ . Par connexite´, il existe un
point de l’un qui est dans l’adhe´rence de l’autre. On en de´duit que pour tout
18Ce raisonnement fournit une alternative a` la de´monstration de l’article [24], al-
ternative qui permet de se passer du lemme de Birkhoff, et donc de l’hypothe`se de
connexite´ locale.
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couple VN , VS de voisinages de N et S respectivement, il existe un ite´re´ posi-
tif de VS qui rencontre VN (en utilisant la continuite´ des ite´re´s de h). Le
Lemme 9.5 affirme alors que l’ensemble WS→N(F ) n’est pas vide, ce que l’on
voulait de´montrer.
Montrons maintenant que l’un au moins des deux ensembles WS→N(F ) et
WN→S(F ) est vide.
19 Supposons que l’ensemble WS→N(F ) ne soit pas vide.
Alors il est dense dans F (Corollaire 9.8). D’autre part, puisque F =W→N(F )∪
W→S(F ), on peut e´crire l’ensemble W→N (F ) de la manie`re suivante:
W→N (F ) = {x ∈ F : ∀VN voisinage de N, ∃n > 0 tel que h
n(x) ∈ VN}
On en de´duit que l’ensemble WS→N (F ) est un Gδ de F (Rappelons qu’un
ensemble est un Gδ s’il peut s’e´crire comme une intersection de´nombrable
d’ouverts). De manie`re syme´trique, l’ensemble WN→S(F ) est aussi un Gδ de F
qui est soit vide, soit dense dans F̂ . Comme F̂ est un espace me´trique compact,
il a la proprie´te´ de Baire: il ne peut pas contenir deux ensembles Gδ denses
disjoints. On en de´duit que l’un des deux ensembles WS→N(F ) et WN→S(F )
est vide.
On peut maintenant montrer que l’ensemble WN→N (F ) est ferme´: dans le cas
contraire, il existerait un point x dans l’adhe´rence de WN→N (F ) qui viendrait
du Sud ou qui irait vers le Sud; dans les deux cas, on montre que pour tous
voisinages VN et VS de N et S respectivement, il existerait un ite´re´ positif de
VN rencontrant VS et un ite´re´ positif de VS rencontrant VN . On peut alors ap-
pliquer deux fois le Lemme 9.5, et voir qu’aucun des deux ensembles WS→N(F )
et WN→S(F ) n’est vide. Ceci contredirait ce qui pre´ce`de. De meˆme, l’ensemble
WS→S(F ) est ferme´, ce qui prouve le troisie`me point de la proposition.
Puisque les quatre ensembles WN→N(F ), WS→S(F ), WS→N (F ) et WN→S(F )
forment une partition de F , on en de´duit que celui des ensembles WS→N(F )
et WN→S(F ) qui n’est pas vide est ouvert. Le Corollaire 9.8 montre qu’il est
e´galement dense et connexe. Ceci termine la preuve de la proposition.
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Appendices
A Topologie
A.1 Topologie ge´ne´rale
Proposition A.1 Soit X un espace topologique connexe, me´trisable, qui est locale-
ment connexe ou compact. Soit F une partie ferme´e non vide de X , et A une com-
posante connexe de X \ F . Alors ∂A est non vide et inclus dans ∂F . En particulier,
si F est connexe, A ∪ F est connexe.
Le cas localement connexe est tre`s facile, la preuve est laisse´e au lecteur (par ailleurs,
nous ne l’utilisons que dans le cas ou` X est le plan R2 ). Le cas compact est plus
difficile; la preuve ne´cessite la notion d’ǫ–chaˆıne. En fait, nous ne l’utilisons que dans
la preuve du corollaire suivant, sous une version faible: il nous suffit de savoir que ∂A
rencontre ∂F . Sous cette forme faible, l’e´nonce´ est classique (voir [20], chap. V, 42,
III, the´ore`me 2).
Geometry & Topology, Volume 9 (2005)
Structure des home´omorphismes de Brouwer 1771
Corollaire A.2 On se place dans un espace me´trique X connexe et localement com-
pact, mais non compact. Notons Xˆ = X ∪ {∞} le compactifie´ d’Alexandroff de X , et
supposons que Xˆ est me´trisable. Alors pour toute composante compactement connexe
E de X , le point ∞ est dans l’adhe´rence dans Xˆ de E .
Preuve du Corollaire A.2 Comme X est localement compact, l’espace Xˆ est com-
pact. Soit x un point de X , et V un voisinage ferme´ du point ∞ ne contenant pas
x. Soit Cx la composante connexe de x dans Xˆ \ V . D’apre`s la Proposition A.1,
l’adhe´rence de Cx rencontre V . Or l’adhe´rence de Cx est compacte et ne contient pas
le point ∞ , elle est donc incluse dans la composante compactement connexe de x dans
X . Celle-ci rencontre donc tout voisinage du point ∞ , donc son adhe´rence contient le
point ∞ .
A.2 Topologie plane
Voici une version du lemme d’Alexander (que l’on peut prouver avec un peu d’homo-
logie):
The´ore`me A.3 (Corollaire 2 du the´ore`me V.9.2 de [30]) Soient U1 et U2 deux
ouverts connexes du plan. Si U1 ∪ U2 = R2 , alors U1 ∩ U2 est connexe.
Ensuite, un e´nonce´ dans la meˆme veine, plus fin:
The´ore`me A.4 (The´ore`me V.14.2 de [30]) Si D est un ouvert connexe du plan, alors
les composantes connexes de l’ouvert R2 \Adh(D) ont toutes des frontie`res connexes.
On en de´duit imme´diatement:
The´ore`me A.5 (The´ore`me V.14.3 de [30]) Si x et y sont deux points du plan se´-
pare´s par une partie ferme´e F , alors il existe une composante connexe de F qui les
se´pare.
B Exemples
Dans cette section, nous de´crivons les composantes de Reeb sur quelques exemples (tre`s
classiques, voir en particulier l’appendice de [15]). Rappelons que les exemples les plus
simples sont obtenus en inte´grant les champs de vecteurs (cf les Figures 1 et 2 de
l’introduction). Pour ceux-ci, toute composante de Reeb (F,G) associe´e a` un couple
de points (x, y) est minimale (sauf e´ventuellement si elle est de´ge´ne´re´e), et les bords F
et G sont des droites topologiques invariantes par la dynamique. De plus, les fle`ches
verticales associe´es a` une suite ge´ode´sique infinie sont toujours alternativement ↑ et ↓
(Section 8).
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Les autres exemples sont obtenus en modifiant des flots. Sur la Figure 30, a` gauche, le
couple (x, y) posse`de une composante de Reeb minimale (F,G) dont le bord ne´gatif F
est libre (et non pas invariant, cf Lemme 4.7). Sur l’exemple de droite, le couple (x, y)
posse`de une infinite´ de composantes de Reeb (dont le bord ne´gatif contient la droite
verticale F et les ite´re´s d’un segment horizontal de longueur variable). Par contre,
il y a bien une unique composante minimale, dont les bords sont encore des droites
topologiques. Notons qu’on peut bien suˆr compliquer les bords des composantes de
Reeb minimales pour obtenir des bords qui ne sont pas localement connexes. On peut
trouver des constructions formelles de ces exemples dans [22, 25]. Le dernier exemple
F G
x y
F
x y
G
Figure 30: Exemples de composantes de Reeb (I)
Fφ :
G′
x2
x1
F ′
y1
φ ◦ h
y2
y1
h
D
∆
F G
x1
G
Figure 31: Exemples de composantes de Reeb (II)
est un peu plus complique´. Nous partons d’un home´omorphisme h temps 1 d’un flot
(Figure 31, gauche). Les points x1 et y1 sont a` h–distance 3, deux composantes de
Reeb (F,∆) et (∆, G) leur sont associe´es. On perturbe h en le composant par un
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home´omorphisme φ, a` support dans un disque topologique libre D (comme indiqu
sur la figure). Conside´rons l’home´omorphisme perturbe´ h′ = φ ◦ h . La droite ∆ est
maintenant “de´double´e” en deux courbes F ′ et G′ , d’adhe´rences respectives F ′ ∪F et
G′ ∪G. La distance de translation entre les deux points x1 et y1 a chute´ a` 2; l’unique
composante de Reeb minimale du couple (x1, y1) est (F,G). Les points x2 et y1 sont
aussi a` h′–distance 2; par contre, la composante minimale de (x2, y1) est (F ∪F ′, G).
Ainsi, (F ∪ F ′, G) est une composante de Reeb pour chacun des couple (x1, y1) et
(x2, y1), cependant elle est minimale pour le second mais pas pour le premier. De
meˆme, (F,G′ ∪G) est la composante minimale associe´e au couple (x1, y2). Les points
x2 et y2 , eux, sont a` h
′–distance 1.
Sur cet exemple, on peut voir la ne´cessite´ de prendre l’adhe´rence dans la formule
de´finissant les composantes minimales (de´taille´e a` la Section 4.3; rappelons que F1(x, y)
est le bord de la composante connexe de y dans l’ensemble comple´mentaire de l’ad-
he´rence de la boule B1(x), etc.). En effet, conside´rons les boules pour la distance
de translation associe´e a` h′ . La boule B1(x1) est l’ouvert a` gauche de la courbe G
′ ;
syme´triquement, B1(y1) est l’ouvert a` droite de la courbe F
′ . Ainsi, le comple´mentaire
de B1(x1) est connexe, sa frontie`re est G
′∪G; de meˆme, la frontie`re du comple´mentaire
de B1(y1) est F
′ ∪F ; mais le couple (F ′ ∪F,G′ ∪G) ne peut pas eˆtre une composante
de Reeb puisque F ′ et G′ ne sont meˆme pas disjoints. Par contre le comple´mentaire
de l’adhe´rence de B1(x1) a deux composantes connexes (l’une contenant y1 , l’autre
contenant y2 ), dont les frontie`res sont respectivement G et G
′ ∪G.
On peut facilement e´tendre cet exemple pour qu’il existe une courbe ge´ode´sique infinie
dont x1 et y1 sont deux sommets (Section 7). Dans ce cas, le couple (F,G) est une
composante de Reeb associe´e a` cette courbe ge´ode´sique, et les deux fle`ches verticales
indiquant le sens de la dynamique dans F et G sont e´gales a` ↑ (rappelons que ceci
n’arrive jamais dans le cas du temps 1 d’un flot). On peut voir ici l’importance de la
minimalite´ des composantes de Reeb conside´re´es dans la de´finition des fle`ches verticales
(Section 8): en effet, le couple (F,G′∪G) est une composante de Reeb (non minimale),
et son bord G′∪G contient a` la fois des points allant de N vers S (dans G′ ) et d’autres
allant de S vers N (dans G); ainsi, il n’est pas possible de de´finir le type dynamique
de ce bord (la Proposition 7.20 devient fausse pour les composantes non minimales).
De meˆme, on peut e´tendre l’exemple pour qu’il existe une courbe ge´ode´sique infinie
dont x1 et y2 sont des sommets. Cette fois-ci, c’est (F,G
′∪G) qui est une composante
de Reeb associe´e; les fle`ches correspondantes sont (↑, ↓). Confrontons cet exemple a`
l’e´tude de la dynamique dans les continus minimaux (Proposition 7.20 et Section 9):
l’ensemble G′ ∪ G ∪ {N,S} est muni de la topologie de la compactification Nord-
Sud (pour laquelle l’adhe´rence de G est G ∪ {S} , contrairement a` ce que sugge`re la
figure, cf Section 7.2). Cette topologie en fait un espace compact, et les composantes
compactement connexes de G ∪ G′ sont pre´cise´ment G et G′ . Les points de G′ vont
tous du Nord au Sud, les points de G vont tous du Sud au Sud. On obtient ainsi
un exemple avec deux types de comportements dynamiques. On pourrait e´galement
obtenir un bord avec trois types de comportements (ce qui est le maximum autorise´ par
la Proposition 7.20; ceci est une remarque commune avec C. Bonatti et S. Crovisier).
Terminons par deux questions.
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Question On conside`re la compactification Nord-Sud induite par une ge´ode´sique
infinie, et (F,G) une composante de Reeb associe´e a` cette ge´ode´sique. L’ensemble
WN→S(G) est-il toujours compactement connexe?
Dans l’exemple pre´ce´dent, l’ensemble G′ ∪ G n’est pas compactement connexe, mais
WN→S(G
′ ∪G) = G′ l’est.
Question Soit (F,G) une composante de Reeb minimale (associe´e a` un couple (x, y)
quelconque). Peut-il exister deux points z , z′ dans le bord G tels que dh(z, z
′) = 3?
Autrement dit, le “h–diame`tre” d’un bord de composante de Reeb minimale peut-il
eˆtre e´gal a` 3? On voit facilement qu’il est infe´rieur ou e´gal a` 3, et dans l’exemple
pre´ce´dent le h-diame`tre de G′ ∪G est 2.
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